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Resumo

A Teoria da Relatividade Especial conduz a dois resultados, considerados incompreensiveis por varios
renomados fisicos, que sdo a dilatacao do tempo e a denominada contragao espacial de Lorentz. A solugao
desses paradoxos me conduziu ao desenvolvimento da Relatividade Ondulatéria onde a variagdo temporal
é devida a diferenca nos percursos de propagacéo da luz e o espaco é constante entre os observadores.

Da analise do desenvolvimento da Relatividade Ondulatéria podemos sintetizar as seguintes conclusdes:
-é uma teoria com principios totalmente fisicos,

-as transformacdes séo lineares,

-matem intactos os principios Euclidianos,

-considera a transformacao de Galileu distinta em cada referencial,

-une a velocidade da luz e o tempo em um Unico fenémeno,

-desenvolve uma translacdo real entre os referenciais.

A Relatividade Ondulatéria (RO) fornece um conjunto de transformacdes entre dois referenciais em
movimento relativo uniforme, diferentes das obtidas com as transformacfes de Lorents, para: Espaco

(x,y,z), Tempo (t), Velocidade (U), Aceleragdo (&), Energia (E), Momento (p), For¢a (F ), Campo

elétrico (E), Campo magnético ( B), Frequéncia da luz (y), Corrente Elétrica (J) e Densidade de Carga
Elétrica ().

Tanto a Relatividade ondulatéria quanto a Relatividade Especial de Albert Einstein explicam, a experiéncia
de Michel-Morley, o efeito Doppler longitudinal e transversal e fornecem férmulas exatamente idénticas
para:
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Aberragdo do zénite  tang =—/,/1- — .
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Férmula de Fresnel ~ C'=—+V(1- —).
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Massa (M) com velocidade (U) = [massa de repouso (mo)]/wfl- — -
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Relacao entre Momento (p) e Energia (E) E= C.1/m02 2+ p2 .
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Relac&o entre os Campos Elétrico ( E) e Magnético (B) B=—"E.
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Com as equacfes de transformac8es entre dois referenciais da RO, obtém-se a invariancia de forma para
as equacfes de Maxwell, seguintes:

divE=—; divE=0
divB =0.
ROE=£,
It
RoB= .j+ JE. Rog= . JE
It qt

Obtém-se inclusive a invariancia de forma para a equacao de onda e equacéo de continuidade sob forma
diferencial:

2 2 2 2
ﬂ2+ﬂ2+ﬂ2_i2ﬂ220 —+N.J=0.
x> Yy° Tz¢ c° 9t It

Outros trabalhos:

89 O Efeito Sagnac.

810 A experiéncia de Ives-Stilwell.

811 Transformac&o entre dois referenciais da potencia dos raios luminosos de uma fonte na Teoria da
Relatividade Especial.

8§12 Linearidade.

8§13 Richard C. Tolman.

814 Composicao de Velocidade.

815 Invariancia.

816 Tempo e freqiéncia.

817 As transformac6es de H. Lorentz.

818 A Experiéncia de Michelson & Morley.

819 Retrocesso do periélio de Mercurio de —7,13".
8819 Avanco do periélio de Mercurio de 42,79".
§20 Inércia.

8§21 Avanco do Periélio de Mercurio de 42,79” calculado com a Relatividade Ondulatéria.
§22 Deformacéo espacial.

§23 Curvatura do Espaco e Tempo.

§24 Principio Variacional.

§ 24 Principio Variacional Continuacao.

§ 25 Espiral Logaritmica.

825 Espiral logaritmica Continuacéo.
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Relatividade Ondulatéria

81 Transformacdes para Espacgo e Tempo

A Relatividade Ondulatéria (RO) mantém o principio da relatividade (a) e o principio da Constancia da
velocidade da luz (b), exatamente iguais a Teoria da Relatividade Especial (TRE), que Albert Einstein assim
definiu:

a) As leis segundo as quais se modificam os estados dos sistemas fisicos sdo as mesmas, quer sejam
referidas a um determinado sistema de coordenadas, quer o0 sejam a qualquer outro que tenha movimento
de translacao uniforme em relacao ao primeiro.

b) Qualquer raio de luz move-se no sistema de coordenadas “em repouso” com velocidade determinada c,
gue € a mesma, quer esse raio seja emitido por um corpo em repouso, quer 0 Seja por um corpo em
movimento (que explica a experiéncia de Michel-Morley).

Imaginemos inicialmente dois observadores O e O’ (no vacuo), movendo-se um em relagdo ao outro em
movimento uniforme de translagéo, isto é, os observadores ndo giram relativamente um ao outro. Assim o
Observador O, solidario aos eixos x, y e z de um sistema de coordenadas Cartesianas retangulares, vé o
observador O’ mover-se com velocidade v, no sentido positivo do eixo x, com 0s respectivos eixos paralelos
e deslizando ao longo do eixo x, enquanto que O’, solidario aos eixos X, y' e z' de um sistema de
coordenadas Cartesianas retangulares, vé O mover-se com velocidade —v’, no sentido negativo do eixo x’,
com os respectivos eixos paralelos e deslizando ao longo do eixo x’. O observador O mede o tempo t e o
observador O’ mede o tempo t' (t t'). Admitamos que, ambos os observadores acertem seus relégios de
modo que, quando ocorrer a coincidéncia das origens dos sistemas de coordenadas t = t' = zero.

No instante que t = t' = 0, um raio de luz é projetado a partir da origem comum aos dois observadores.
Decorrido o intervalo de tempo t o observador O notara que seu raio de luz atingiu simultaneamente com o
de O’ o ponto A de coordenadas (x,y,z) com velocidade ¢ e que a origem do sistema do observador O’
percorreu a distancia v t ao longo do sentido positivo do eixo x , concluindo que:

2

x2+y2+22—ct2=0 1.1

X =x—-vt. 1.2

Semelhantemente, decorrido o intervalo de tempo t' 0 observador O’ notard que seu raio de luz atingiu
simultaneamente com o de O o ponto A de coordenadas (x,y’,z’) com velocidade ¢ e que a origem do
sistema do observador O percorreu a distancia v’ t' ao longo do sentido negativo do eixo x’, concluindo que:

X2 + y,z +722_c212=0 13
Xx=x+Vv't. 1.4

Igualando 1.1 com 1.3 temos

242, 15

X2+y2+22_02t2=X,2+y,2+Z,Z_C
Devido a simetriay =y’ e z = Z’, que simplificam 1.5 em

x> —c* P =x?-c?t2 1.6

Para o observador O x’ =x —v t (1.2) que aplicado em 1.6 fornece

x* —c?t? = (x — v t)* — ¢ t'* de onde:
2
Ve 2vX
t'=t 1+—2-—2. 1.7
C ct
Para o observador O’ x = x’ + v' t' (1.4) que aplicado em 1.6 fornece
(X' + V' 1) = c® t? =x? — ¢® t* de onde:

VI 2 2V| XI
+ .

1.8
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Quadro |, transformacdes para o espacgo e tempo

X =xXx-vt 1.2 X=X +Vv't 1.4
Y=y 121 |y=y 141
Z2’=12 1.2.2 z2=7 1.4.2

2 12 1,0
=t 1+ - Z—‘Z’X 1.7 t=t 1+V—2+2"2X 1.8
C ct C ct'

Do sistema de equacgdes formado por 1.2 e 1.4 encontramos:
vt=v't ou |V|t = |V'|t' (considerando t>0 e t'>0) 1.9
0 que demonstra a invariancia do espaco na relatividade ondulatéria.

Do sistema de equacgfes formado por 1.7 e 1.8 encontramos:

vZ: 22X V2 o2v'x
I+—- - I+ + =1 1.10
c? it

Seem 1.2 X’ =0 entdo x = v t, que aplicadas em 1.10 fornece:

2 12
\' \'
\/1- —2 \/1+—2 =1. 1.11
Cc Cc

Seem 1.10x =cte x' =ct’ entdo:
\; vV
1-— .1+— =1. 1.12
c c

Para o observador O, o principio da Constancia da velocidade da luz, garante que as componentes ux, uy e
uz da velocidade da luz, também séo constantes ao longo de seus eixos, por isso

Zz dz
=—==uy,—=—=uz 1.13
t dt

e com isso podemos escrever:

vZ: 22X v 2vux
1+—2' _2 = 1+—2' —2 . 114
c® c* c Cc

Com a utilizacdo de 1.7 e 1.9 e 1.14 podemos escrever

1 2 2
M:£:\/1+V_-%—\/1+V_-M, 1.15

c® ci c? c?

Diferenciando 1.9 com v e v’ constantes, ou seja, somente o0 tempo variando temos:

Mdt=pide ou M =90 116
v dt

2 2
Ve 2vUux VS 2VUX
mas de 1.15 M = 1+—2- o— entdo dt'=dt l+—2- — . 1.17
V| \" ¢ c V" ¢ c
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v: o 2vx , X _dx ) .
de 1+—2 - — deve ser igual a zero, de onde deduz-se ? = a = UX, que é exatamente igual a 1.13.

C ct
Para o observador O’, o principio da Constancia da velocidade da luz, garante que as componentes, u'x’,
u'y’ e u'z' da velocidade da luz, também sdo constantes ao longo de seus eixos, por isso

Sendo v e Vv’ constantes as razdes e ? em 1.15 também devem ser constantes, por isso o diferencial

=u'x',—

X_dd_ oy dy
t' dt’ t'  dt

L} IZ dz‘ | - )
=uy,—=—=u'Z, 1.18
tdt

e com isso podemos escrever:

Vl2 2Vl Xl VI2 2Vlul XI
1+—2+ o = 1+—2+ > - 1.19
C ct Cc C
Com a utiIizagéo de 1.8, 1.9 e 1.19 podemos escrever
|V| VI2 2VI XI VI2 2Vlulxl
|: 1+—2+ > = 1+—2+ > . 1.20
|v| t cz ¢’ c c

Diferenciando 1.9 com Vv’ e v constantes, ou seja, somente o tempo variando temos

V| _ dt
[v|dt'=|vidtou M. —, 121
M dt
vZo2v'u'X vZoo2vu'x
mas de 1.20 | | ‘\/ —2 +——— entdo dt= dt'\/l+—2 t—. 1.22
|v| c c c
Y
Sendo V' e v constante as razdes M e — em 1.20 também devem ser constantes, por isso o diferencial de
Vl2 ] 1 XI
1+—2 +— - deve serigual a zero, de onde deduz-se — =——= =Uu'X', que é exatamente igual a 1.18.
c ct' t dt’
Substituindo 1.14 e 1.19 em 1.10 obtemos,
v:  2vux vZ o 2v'u'X
1+—2' 5 - 1+—2+ > =1. 1.23
C Cc C Cc
Para o observador O, o vetor posi¢éo do ponto A de coordenadas (x,y,z) €
R=xi +yj + X, 1.24
e o vetor posi¢éo da origem do sistema do observador O’ é
Ro'=vti +0j +0k Ro'=vti . 1.25
Para o observador O’, o vetor posi¢cao do ponto A de coordenadas (x',y’,z") é
R=Xi+yj+Zk, 1.26
e o vetor posi¢do da origem do sistema do observador O é
Ro=-vti+0j+0k Ro=-v't'. 1.27
Devido a 1.9, 1.25 e 1.27 temos, Ro'=- R'0. 1.28

Como 1.24 é igual a 1.25 mais 1.26 temos
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R=Ro0+R" R'=R- R0
Aplicando 1.28 em 1.29 temos, R=R- R'0

Para o observador O o vetor velocidade da origem do sistema do observador O’ é

v—ddito—w +0j+0k v=vi.

Para o observador O’ o vetor velocidade da origem do sistema do observador O é

._ dR'o .
V=——=-Vi+0j+0k Vv'=-Vi.
dt'
De 1.15, 1.20, 1.31 e 1.32 encontramos as seguintes relacées entre Ve V'
-V
V = )
V|2 2V|ulxl
I+ —+——
C C
, -V
V= .
v:  2vux
1+7 T2
C

1.29
1.30

1.31

1.32

1.33

1.34

Observacgdo: no quadro | as formulas 1.2, 1.2.1 e 1.2.2 sdo os componentes do vetor 1.29 e as férmulas 1.4,
1.4.1 e 1.4.2 sdo os componentes do vetor 1.30.

Diferenciando 1.29 e dividindo por 1.17 temos

R'_ dR- dRo' -V _u-v
2vux _ 2vux VK

dt,[1+ .

c

Diferenciando 1.30 e d|V|d|nd0 por 1.22 temos

drR _ dR- dR'o _ u'-v' _u-v
dt (] 12 [T | v
dt'\/1+V2+2V“X \/1+v2+2v1;x v
c C C C

Quadro 2, lei das transformacdes das velocidades U e U'

82 Lei das Transformac@es das Velocidades

L u-v u-v'
K S Y i
U'X = ux- v - UX = u'x'+v' 04
- JK ' - JK '
,,._u u'y'
u y:Ti 2.3.1 Uyzﬁy, 2.4.1
u'z=—Z 2.3.2 UZ‘E 2.4.2
VK . ~JK -
v V|
|\/| :W 1.15 |v| :W 1.20
l2 1 1 1
JK = _AUX |5 JK = 1+ Y L 2VUX 156
c? c? c?
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Multiplicando 2.1 por si mesma temos:

2vux
u,/1+ 5
: u
u'= . 2.7
2 _ 2vux
1 2
C C

Se em 2.7 fizermos u = ¢ entdo u’ = ¢ conforme exige o principio da constancia da velocidade da luz.
Multiplicando 2.2 por si mesma temos:

, V|2 2V|u|X|
u 1+7+ 12
— u u

u= . 2.8
Vl2 2Vlulxl
I+ +———
C C
Se em 2.8 fizermos u’ = ¢ entdo u = ¢ conforme exige o principio da constancia da velocidade da luz.
. C-V : L A
Se em 2.3 fizermos ux = ¢ entdo U X =————————— =C conforme exige o principio da constancia da
v: 2vc
1+7 T2
c C

velocidade da luz.

Se em 2.4 fizermos u'X’ = ¢ entdo UX= = C conforme exige o principio da constancia da

=
+
ON‘<KJ N
+
o, R
)

velocidade da luz.

Remodelando 2.7 e 2.8 temos:

u
\ 2vux 2
1+— - 2 c_ 2.9
Cc Cc u|2
1- 2
C
1 u|2
V2 2v'u c2
I+—+———= . 2.10
C C u?
1- 2
C

As relacdes diretas entre os tempos e as velocidades de dois pontos no espaco, podem ser obtidas, com as

igualdades U'=0 U'X'=0 UX=V provenientes de 2.1, que aplicadas em 1.17, 1.22, 1.20 e 1.15
fornecem

dt'= dt1/1+—- 2.11
/ V

2,
C2
2
dt =dt 1+\é—2+2:20 dt':iz, 2.12
! 1Y
c
V| V|
- =1 __ 2.13
e M T
¢ c? 2
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vi= M vi= M 2.14

Aberracéo do zénite .

Para o observador O’ solidario com a estrela, u'x’ = 0, Uy’ = c e u'z’ = 0, e para o observador O solidario
com a Terra temos do conjunto 2.3

2
- u v

0= u>2< L UX=v,c=— uy=c,[1- -, uz=0,
14 V2 2vux V. \Y ¢

c2 c? 1+ 2 2

c’ ¢

2

2
/ \Y . -
u= \/ux2 + uy2 +uz’ = |V + ¢,f1- — +0°? =C exatamente como prevé o principio da relatividade
Cc

Para o observador O a luz se propaga em uma dire¢do que faz um angulo com o eixo y vertical dado por

ux \Y; v/c
tang =— = = 2,15

uy V2 V2
C\/l_ c? \/1_ c?

que é a férmula de aberracdo do Zénite na relatividade especial.

Se invertéssemos os observadores obteriamos do conjunto 2.4

II+| V' 2
0= ux-+v UIX':'VI,C: uy u'y':C 1-V—2,U’Z’=0,
\/ v?, 2vux \/ Ve, v v) b
2

1+ —+ 1+ —+
o o c c?
2
) V|2 5
u=yuxzeuy?+uz? = v+ ocfl- - +0% =c
C
u'x' -V - Ve
tang =—— = = 2.16

u'y' V|2 V|2
C\/l- 5 1- >

Cc Cc
gue é igual a 2.15, indicando o sinal negativo o sentido contrario dos angulos.

Férmula de Fresnel

Considerando em 2.4, U'X'=c/n a velocidade da luz relativa & agua, V'=V a velocidade da agua em

relagdo ao aparelho, entdo UX=C' sera a velocidade da luz relativa ao laboratério portanto
1

, c/n+v c/n+v C Vi v 2 ¢ 1 v v
Cc= = = —+v l+—S+— @—+Vv 1l-- —+—
vi 2ce/n vi v n c° nc n 2 ¢ nc
1+—2+72 1+—2+—
Cc Cc Cc nc
desprezando o termo v?/c? temos
2
\Y C vV Vv
C@-+V 1-— @ +V- —- —
nc n n nc
e desprezando o termo v?/nc temos a formula de Fresnel
._C V _C 1
=—+v- —=—+vi1- = . 2.17
n n n n
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Efeito Doppler

Fazendo r*=x>+y’+7> e r?=x%+y?+z?% em 15 temos r?-ct®=r?-ct'’ou

r'+ct’
(r - Ct) = (r' - Ct') ( ) substituindo  entdo r =ct, r'=ct e 1.7  encontramos
(r+ct)
2
v 2vx w_w 1 1 2vx
(r- ct)=(r-ct) 1+—-—- como C=—=— entdo =(kr - Wt)=—|(k' r-w't) 1+—- —-
ct ct k Kk K K c? ci
2
I . - : v© o 2vX
onde para atender o principio da relatividade definiremos k'=K 1+—2 - _2t 2.18
C C
resultando na expresséao (kr - Wt) = (k' r-w t') simétrica e invariavel entre os observadores.
Para o observador O uma expresséo na forma de (r,t) =f (kr - Wt) 2.19

representa uma curva que se propaga na direcdo de R. Para o observador O’ uma expressdo na forma de
( 0)= Fkr-wt) 2.20

representa uma curva que se propaga na direcdo de R'.

: 2 .2
Aplicando em 2.18 K =—, k'=——,1.14, 1.19, 1.23, 2.5 e 2.6 temos
'=T— e =—, 221
JK JK
que aplicadasem c=Yy =Y ' fornece, Y = y\/i e y=y+vK'. 2.22

Considerando a relagéo de Planck-Einstein entre energia ( E) e frequiéncia (Y ), temos para o observador O
E =hy e para o observador O’ E' = hy que substituidas em 2.22 fornecem

=EJK e EZEWVK'. 2.23

Se o0 observador O, que vé o observador O’ se deslocar com velocidade v no sentido positivo do eixo x,
emite ondas de freqiiéncia Y e velocidade ¢ no sentido positivo do eixo x, entdo de acordo com 2.22 e

\'
UX=C o observado O’ medira as ondas com velocidade c e frequéncia Y =y 1- — 2.24
C

gue é exatamente a formula classica do efeito Doppler longitudinal.

Se o observador O’, que vé o observador O se deslocar com velocidade —v' no sentido negativo do eixo x’,
emite ondas de frequéncia Y e velocidade c, entdo o observador O de acordo com 2.22 e U X =-V
medira ondas de freqiiéncia Y e velocidade ¢ em um plano perpendicular ao deslocamento de O’ dadas por

12

\'
= ',1- — 2.25
Cc
gue é exatamente a férmula do efeito Doppler transversal na relatividade especial.
83 Transformag@es das Aceleragbes a e a
Diferenciando 2.1 e dividindo por 1.17 temos
du' du/+K v dux/ K+ K | vV ax
— == +u-v) ad=—+u-v)5—,. 3.1
dat  dtV/K ¢z dtvK K c? K
Diferenciando 2.2 e dividindo por 1.22 temos
du _du/+K' AV dux/K <K a .o\ Voax
- (u-v) a=—-(u-v)5==. 3.2

at dtJK cz dtJK K
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Quadro 3, transformac6es das aceleragbes a e a

a':i+(u_v)lﬂ 31 a:il_ (u'_\/')ia'lxI 3.2
K CZ KZ . Kl 2 K|2 .
ax VvV ax ax vV ax
axX=—+uUx- V]——= axX=——- (UX+ )——=
K ( )CZ K2 33 KI ( )CZ K,2 34
. ay VvV ax ay ,,vax
ay=—+uy—— ay=——-uy—
y K yc2 2 3.3.1 y K K2 3.4.1
K c? K? e K' c? K'? 4
a=2 3.8 a‘i 3.9
K ' K' '
2 2 1
K =14 2VUX 35 | K=+ AUX 3.6
C C C C

Dos quadros 2 e 3 podemos concluir que se para o observador O Ua = Z€ro e c® =ux? +uy2 +u22,

entsio também para o observador O' U'a =zeroe ¢* =u'X'>+u' y'>+u' z'?, portanto U é perpendicular
a ae U éperpendiculara @ conforme exige a teoria dos vetores.

Diferenciando 1.9 com as velocidades e os tempos variando temos, tdv+vdt=t'dv+vdt, mas
considerando 1.16 temos:

vdt=vdt tdv=tdv 3.7
Vv dv ,

d

onde substituindo 1.15 e dividindo por 1.17 obtemos, — =—— ou a =—. 3.8
dt dtK K

Podemos também substituir 1.20 em 3.7 e dividir por 1.22 deduzindo

dv  dv a
— =— _ oua=—. 3.9
dt dtK' K'

As relagdes diretas entre os madulos das aceleracdes a e a’ de dois pontos no espago podem ser obtidas,

com as igualdades U'=0 UX=0 ax=0 u=v UX=V provenientes de 2.1, que aplicadas
em 3.8 e 3.9 fornecem

, a a a a
ad=—ry =——ea=—— = 3.10
Ve Awv v Ve /0 v
I+—5-—5 17 I+ + 1+
Cc Cc Cc C C C

Que também podem ser deduzidas de 3.1 e 3.2 se utlizarmos as mesmas igualdades
u=0 ux=0 ax=0 u=v Uux=V provenientes de 2.1.

§4 Transformagbes dos Momentos P e P

Definidos como p = m(u)u e p'= m'(u')u' , 4.1
onde m(u) e m(u') simbolizam as massas fungdes dos médulos das velocidades U =|u| e u'=|u'|.

Obteremos as relagdes entre m(u) e m'(u') € a massa em repouso m,, analisando o choque elastico em

um plano entre a esfera s que para o observador O se desloca ao longo do eixo y com velocidade uy =w e
a esfera s’ que para o observador O’ se desloca ao longo do eixo y' com velocidade u'y’ = -w. As esferas
guando observadas em repouso relativo séo idénticas e tém massa m,. O choque considerado é simétrico
em relacdo a uma linha paralela aos eixos y e y’ que passe no centro das esferas no momento da coliséo.
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Antes e apos o choque as esferas tém velocidades observadas por O e O’ de acordo com a seguinte tabela
obtida do quadro 2

Esfera | Observador O Observador O’

[, v?
s UXS= zero, uys=w 'XS=- 'Vs= S
Antes y uxs=-v, uys=w,/l e

do

h / 2
choque s’ UX$S=V, uys=-w,|1- V—Z uxs=zero Uys=-w
Cc

_ g o v
Apos S UXS= zero, uys=-w uUxXs=-v, uys=-w 1-?
(0]
: VP . , _
S UXS=V, Uuys=W,[1- — uxs=zero Uys=w
C

choque

Para o observador O, o principio de conservacdo dos momentos, estabelece que os momentos
px= m(u)ux e py= m(u)uy, das esferas s e s’ em relacdo aos eixos x e y, permanecem constantes
antes e apo6s o choque, por isso para 0 eixo X

m(w/uxs2 +uys’ )uxs+ m(w/ uxs?+uys* )uxs': m(wluxs2 +uys’ )uxs+ m(w/uxs'2 +uys” )uxs',

onde substituindo os valores da tabela obtemos

2

2 2 2
2 / \Y; PO \Y; i _
m _ |[Vi+ - W 1-—2 v=m |V°'+ W,|1- — V de onde concluimos que W =W,
c C

e para o eixo y

m(w/ uxs’ +uys’ )uys+ m(w/ uxs”+uys”? )uys': m(w/ uxs’ + uys’ )uys+ m(W/ uxs”+uys”? )uys',

onde substituindo os valores da tabela obtemos
2
\/
1/1- —
C

=

2 2 2 2 2
m(w)w- m v+ -wwll-\é—2 W1/1-§:-m(v_v)v_v+m v2+ v_vwll-%

simplificando encontramos

2

2

Vv v

m(w) = m \/v2+wz 1- — 4/1- =, onde quando W® O se torna
C C

2 2

m(0)=m\/v2+02 LY )mm) Y =)

c C C V2
1- -
C
mais m(O) € igual a massa m, em repouso portanto
m(v) = L no caso da velocidade ser relativa V=U m(u) =M 4.2
v? u?
1- 2 1- 2
C c
u
que aplicada em 4.1 fornece P = m(u)u = L 4.1
u2
1- 2
C
Com os mesmos procedimentos obteriamos para o observador O’
m (UI) = Lz 4.3
ul
1-

C2
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ul
e p=mu)u=—"1"_ 41
L e
c2
Simplificando a simbologia adotaremos M = m(u) = Lz 4,2
u
1-
c2
erﬂ:m'(u'):L 4.3
TE
1- o2
que simplificam os momentosem p=mu e p'=m'u’. 4.1
Aplicando 4.2 e 4.3 em 2.9 e 2.10 obtemos
2 1 2
m:m\/1+v—2+2‘“jx m=m VK em=m/1+Y - 2 =m/K. 4.4
Cc Cc C
Definindo forca como Newton temos F =% = d(mu) e F'= d_p =M, com isso podemos entio
dt dt dt' dt’
definir a energia cinética como
u u u u
d(mu
E, = F.OR= M.dR: d(mu)u = (u2dm+mudy),
0 o dt 0 0
u' u' u' u'
dim'u’
e Ey\= F.dR= ) . ) R = d(m'u)u = (u? dmmu'du),
0 0 0 0

Remodelando 4.2 e 4.3 e diferenciando temos m?c- m?u®? =m,’c®  u?dm+ mudu=c?dm e

m'2c?- m?u'?= r‘nOZC2 u'?2 dm'+m'u' du'= c?dm’, que aplicadas nas formulas da energia cinética

fornece
m m
E. = c®dm=mc¢- mc*=E-E, e E, = c*dni=mc’- mc’=E-E,, 4.5
m m
onde E=mc e E'=mic? 4.6
séo as energias totais como na relatividade especial e E; = mOC2 4.7

a energia de repouso.
Aplicando 4.6 em 4.4 obtemos exatamente 2.23.
De 4.6, 4.2, 4.3 e 4.1 encontramos:

E=cymS’c®+p? e E'=cymS c’+p'?, 48

Relacdes idénticas as da relatividade especial.
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Multiplicando 2.1 e 2.2 por m, obtemos:

mu - MY MV mu' =mu- mv p:p-Ev

2 2 2 c?
\/1_ u* \/1_ u* \/1_ u
C C

C2
e mu__ M4y MV mu=mu'-mv p=p'-52v'.
Cc

2 12 12
\/1' uz \/1' uz \/1' uz
C C C

Quadro 4, transformagées dos momentos p e p

\ E L} E' 1

p=p-—=Vv 4.9 p=p-—3Vv 4.10
(o C

1 E 1 1 E' 1
p'X = px- C—QV 4.11 pX=p'X +C—2V 4.12
p' y’ = py 4111 py = p' y’ 4.12.1
pZ=pz 4,11.2 pz=pz 4.12.2
E=EJK 25 | g=p /K 223

m=mu)=—2 |42 | m=mu)=—2 |43

2 12
N 1- 4
C Cc

m=miK T | m=miK aa
E,=E- E, 4.5 E'=E'-E, 4.5
E=mc 4.6 E'=m'c? 4.6
E, = rT'IOC2 4.7 E, = mo(;2 4.7

E=c{ym,c’ + p° 48 E'=cym,’c’+ p'? 48

Equacéo de onda de Louis de Broglie

O observador O’ associa a uma particula em repouso em sua origem as seguintes propriedades:

-massa de repouso mj
-tempo t' =t

-Energia de repouso E, =m,c’

E c?
-Frequéncia , =— = M
h h
-Funcdo de onda , =aserf  t  com a = constante.

-massa M= m(v) = (de 4.2 onde U =V)

O observador O associa a uma particula com velocidade v as seguintes propriedades:
t t

_m

V2

1- o
2 = £ (de 1.7 com ux=Vv e t'=t )
v: 2w V2 °
1+ 2 2 1- 2
C C Cc

-tempo t =
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E c?
-Energia E = o -_M (de2.23com ux=v e E'=E))
v? V2
1- > 1- —
Cc Cc
. o m,c*/h .
-Frequéncia = (de2.22com uXx=ve = )
V2 V2
1- — 1- 5
Cc Cc
-distancia x = vt (de 1.2 com x’ = 0)
3 v2 v2 X c?
-Fungdo de onda =aser? t,=aser? ,/1-—t,/1-— =ase? t-— comu=—
Cc Cc u Y
2
cc _E_h h .
-Comprimentodeonda U= =—=—=— =— (de49com p=p, =0)
v p p p

Para voltarmos ao referencial do observador O’ onde U'=0 Uu'X'=0, consideraremos as seguintes
variaveis:

-distancia x = v't’ (de 1.4 com x’ = 0)

12 1 12

2

-tempot:t'\/1+v—2+ VZO:t'\/l+V—2 (de 1.8 com U' X =0)
C C C

12
\

frequéncia = '1/1+—2 (de 2.22 com U X =0)
C

\
12
\
R
c

gue aplicadas a funcéo de onda fornece

-velocidade V = (de 2.13)

12 12 12 41
, VX . V . V V't _ .
= aser? t- ? = aser? \/14‘? t \/14‘? - —2 —aSeeryt ,

| | B ~ L—
mascomo t'=t; e '= _entdo =

(0] [l

85 Transformagdes das Forcas F e F'

Diferenciando 4.9 e dividindo por 1.17 temos

dp' dp de v 1 dE v 1 v

— = - — F=—7—F-—— FF=—F-\Fu}j— . 5.1
t dtvK ditvK ¢ JKodtc? JK | )c2

Diferenciando 4.10 e dividindo por 1.22 temos:

_ & A Vv .1 BV 1 py)Y 5.2

dt drvK dtJK c JK dt' ¢ JK' c

Do sistema formado por 5.1 e 5.2 obtemos:

E:d_E ou Fu=F.U, 5.3
dt dt

gue é um invariante entre os observadores na relatividade ondulatéria.
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Quadro 5, transformacdes das Forcas F e F'

1 Y _ 1 v =V
F=e - (F .u)c—2 51 | F=o F (Fu )C—2 5.2
| v 1 C e VY
Fix=—c Fr (F .u)c—2 sa | Fx=—o F x+(F.u )C—2 55
F'y' = Fyl VK 541 | py=Fy/JK 55.1
F' 2= FzlJK 54.2 Fz=F z/J/K 552
dE _dE
dt  dt 53 Fu=Fu 53

86 Transformacgdes das densidades de carga ,

e densidades de corrente J e J'

d
Multiplicando 2.1 e 2.2 pela densidade de carga elétrica em repouso definida como o=d—q temos
VO
u' u v
g =2 g U= u- v J=J- vV 6.1
u|2 u2 u2
1- 2 1- 2 1- 2
Cc Cc Cc
u u' v'
e [0] — [0] 0 u_ Iul lVl J=J|_ IV'. 62
u2 ul2 u|2
1- 2 1- 2 1- 2
Cc Cc Cc
Quadro 6, transformagdes das densidades de carga , ' e densidades de corrente J e J'
J=J- v 6l 1J=J0- v 62
JX=JIx Vv 6.3 IX=Jx'+ 'V 6.4
Jy=Jy 6.3.1 Jy=Jy 6.4.1
17=Jz 6.3.2 Jz=1J7 6.4.2
3= u 6.5 J=u 6.6
:—O | [e}
2 12
u
1- : 6.7 1 u2 6.8
Cc
= JK 6.9 —_ [ 6.10

Do sistema formado por 6.1 e 6.2 obtivemos 6.9 e 6.10.
§7 Transformacdes dos campos elétricos  E, E' e magnéticos B, B

Aplicando as forgas de Lorentz F=q(E+u' B) e F =q(E'+u" B') em 51 e 52 temos

q(E'+u" B'):iK q(E+ u’ B)- [q(E+ u’ B).u];/—2
e q(E+ u B):% q(E'+u" B')- [q(E'+u" B)u]% , que simplificadas se tornam
[E+u B'):% (E+v B)- (E u);’—2 e (E+u B):% (E+u B)- (Eu)% de onde

obtemos a invariancia de E.U =E'U" entre os observadores como conseqiiéncia de 5.3 e as seguintes
componentes de cada eixo
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1 Exuxv Eyuyv Ezuzv
E'X+u'yB'z-uzB'Y)=— Ex+tuyBz uzB - - 7.1
( y y) \/? y y Cz CZ CZ
1
(E' y'+u'z'B'x'- u' x'B' z'):—[Ey+ uzBx usz] 7.1.1
JK
(E' Z+u'x'B'y'-u'y'B x') = %[EZ+ uxBy uyB>} 7.1.2
1 El XluleVl EI y'ul ylVl EI Zlu' ZIVI
Ex+uyBz uzBy)=—— E'X'+U'y'B'z'-u'z'B'y'+ + + 7.2
( y 3) K y y o2 o2 2
1
(Ey+ uzBx usz) =—[E' y+u'z'B'x'- u'x'B' z'] 7.2.1
JK'
1
(Ez+ uxBy uyB>§ = —[E' Z+u'x'B'y-u'y B x'] 7.2.2
JK'
Para o conjunto 7.1 e 7.2 obtemos duas solu¢des descritas nos quadros 7 e 8.
Quadro 7, transformacdes dos campos elétricos E, E' e magnéticos B e B'
EX VUX E' X v'u'x'
E'xX=—1-— 7.3 Ex= 1+ 7.4
JK & ¢ JK c?
Ey vZ vux VBz E'y vZ Vvu'x  vB'zZ
E'y=—"2 1+—- — - — 731 Ey=—=L 1+— 7.4.1
YT T UK Tk e e JK
Ez v vux _ VBy E'Zz V2 o vu'x' Vv BY
E'z=— 1+—- — +—= | 732 Ez=——= 1+—+ - 7.4.2
N N JK' 2 c? JK'
B'x'=BX 7.5 Bx=B'x' 7.6
1 1 V 1 1 VI 1 1
B'y'= By+c—2 Ez 751 | By=BYy'- c_ZE z 7.6.1
1 1 V 1 1 V' 1 1
B'z'=Bz pes Ey 752 | Bz=B'z +C—2E y 7.6.2
E'y'= EyvK 7.7 Ey=E'yJK' 7.8
E'72'= EzJK 7.7.1 Ez=E' 2JK' 7.8.1
ux o ux' _, _,
By=-C—2Ez 7.9 B'y'=- o2 E'z 7.10
ux c_UX
BZZ?EY 7.9.1 B'z'= o E'y 7.10.1

Quadro 8, transformagfes dos campos elétricos E E e magnéticos BeB

1 \Y} 1 v
E'x=—— Ex- (Eul— 7.11 Ex=—— E'X'+HE.U' |- 7.12
'K ( )Cz W ( )C2
1 1
E'y'=—|Ey- vB 7111 | By=——=(E'y'+v'B'Z 7121
y JE[ y- vB V= (E'y )
1 1
E'z=—=—[Ez+vB 7112 | BEz=—=(E'Z-V'B'Y 7122
\/R[ ) VK ( )
B X = Bx 7.13 Bx=B'x' 714
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Relagdo entre o campo elétrico e 0 campo magnético

Se um campo eletromagnético tem para o observador O’ a componente magnética nula B'=zeroe a

componente elétrica E'. Para o observador O este campo se apresenta com ambas as componentes,
sendo 0 campo magnético descrito pelo conjunto 7.5 e tem como componentes:

VEZz VE
Bx=zero, By=- —-, Bz= Zy, 7.15
Cc Cc
. . 1 .
que s&o equivalentesa B=—Vv" E. 7.16
C

Foérmula de Biot-Savart

O observador O’ associa a uma carga elétrica, em repouso, distribuida uniformemente ao longo de seu eixo
X' as propriedades eletromagnéticas seguintes:

d
-densidade linear de carga elétrica em repouso =d—3

-corrente elétrica nula |' = zero

-campo magnético nulo B' =zero U =zero
-campo elétrico radial de modulo E'=1/E'y'2+E'22=2 OR em qualquer ponto de raio

R=4y'?+2'? comacomponente E'X'= zero.

Para o observador O trata-se de uma carga elétrica distribuida uniformemente ao longo de seu eixo x com
velocidade UX=V a qual associa as propriedades eletromagnéticas seguintes:

-densidade linear de carga elétrica = —02 (de 6.7 com u =v)

%‘
1
o<
N

- oV
-corrente elétrica | = v=——
2
\'%
1- 2
Cc
-campo elétrico radial de moddulo E:—2 (de acordo com os conjuntos 7.3 e 7.5 com
\%
1- 2
Cc
B'=zero U =zeroe ux=v)
. VEz VEy .
-campo magnético de componentes Bx= zero, By=-—2, BZ:—2 e mobdulo
Cc Cc
VE_v F v 1 I
B=—=— =— o= onde M, =——, sendo na forma vetorial
C V2 C v2 2 OR 2pR e,
1- 2 1- 2
Cc Cc
I
B:nl;u 7.17
2pR

onde U é um vetor unitario perpendicular ao campo elétrico E e tangente a circunferéncia que passa pelo

ponto de raio R=+/y? + z* porque do conjunto 7.4 e 7.6 E.B = zero.
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88 Transformacgfes dos operadores diferenciais

Quadro 9, operadores diferenciais

1 _T,vT o, | AT v .
Ix  Ix c* 1t ' Ix Ix c* 1t '
-1 g11 | =T 601
Ty Ty Ty Ty B
. 610 | =T 600
1z° 1z B 1z 7 -
1T_v 1T 1 viooux 1 VAR | 1 V2 ovx 9

= +— 1+—- — — | 83 — =- + 1+—+ — 8.4
1t JKIx JK = ¢ ¢t Tt Tt JKIx JK & o it ot
Do sistema formado por 8.1, 8.2, 8.3 € 8.4 e com 1.15 e 1.20 encontramos somente as solu¢fes
T _ g, T xr T 8.5

x ¢ 1t Ix c* 1t

Do que concluimos que somente as fungdes  (2.19) e ' (2.20) que atenderem as condicbes

1 x/t‘ﬂ _Oe‘ﬂ +x/t‘ﬂ o, 86
‘ﬂx c® Tt Ix c* qt

podem representar a propagacdo com velocidade ¢ na relatividade ondulatéria, indicando que o campo
propaga com velocidade definida e sem distorcdo atendendo a 1.13 e 1.18. Devido a simetria, também
podemos escrever para 0s demais eixos

R 7,5 SPSP, NS 25, AN, N 75 U, IRV 7155 I o7
‘ﬂy c® ft W c® qt fz c* Tt 1z c” 1t
Das transformacdes de espaco e tempo da relatividade ondulatéria obtemos para o teorema de Jacob
1 VUX 1+ v'u'x'
1 1 [ - T 72
g Ty b)) 7 g Txyazt) JT ¢ -

1(x.y.z.1) JK ia(©.y.z.t) Jk
variaveis com ux e u’x’ conseqiiéncia do principio da constancia da velocidade da luz, mas sdo iguais
J =J' eserdoiguaisaum J =J'=1 quando UX=U'X'=C.

Invariancia da Equacao de Onda

A equacédo de onda para o observador O’ é
2 2 2 2
ﬂ2+ ﬂ2+ ﬂz_izﬂz
ﬂxl 1‘[ yl 1‘[ Zl C ﬂtl
onde aplicando as férmulas do quadro 9 e 1.13 obtemos
2

= Zero

2

fT.vT 7”% 9° 1 v, 1 v2 vux T

R T Vo e o A i TR

de onde encontramos

PN P R Th /20 S MISUAT. S W W W AT
x> y? 22 c® ft* c? ‘I]x‘nt c’ ‘I]x‘nt ¢t Tt c* ft* c®qt?  c®  qi?

vZ 2 2v‘|T 22 12 2v2ux‘|T 2v2ﬂ2+2vuxﬂ 2v%ux 12 vuxﬂ v4ﬂ2_z

Sl o Mt ¢ ﬂxﬂt ¢t Bt ¢t 2 ¢ 2 c® ft2 c® 2 c° qt?
gue simplificando fornece
2 2 2 2 2 2 2
LT LT 2t
% fy? 1z c 1t ¢t M c

onde reordenando os termos encontramos

2 2
%+2vux‘ﬂ__ vZux? ﬂ——zero

ct it b qt?

V2
vy

ﬂz
w c
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2 2 2 2 2 2 2
DAL GV PRGN O T GG GO0 GRS 89
x? y? 1z* C cc ¢ ft° ¢ 1 c® Ixmt c* Tt
2 2
x/t ux 2ux ux?
ma|sde85e113temosl+—1—0 l+—l =ﬂ2+ > ﬂ + ﬂz—zero
Ix ¢ 1t Ix ¢t x c® IxMt c* 1t

gue aplicada em 8.9 fornece a equacao de onda para o observador O
” .17 17 17
- + - _+ 1 . — 1 _=zero. 8.10

T[Xz ﬂyz 1'[22 CZ ﬂtz
Para retornar ao referencial do observador O’ aplicaremos em 8.10 as férmulas do quadro 9 e 1.18, obtendo

2 2 2 ' 12 oyt 2
ﬂ _iﬂ +_ﬂ +ﬂ__i_ v ﬂ + 1 1+V_+VUX ﬂ

1x ¢t y? 122 ¢ JKIx JK O & &It

de onde encontramos
1'[2 i 1'[2 2\/' 1'[2 2\/13 1'[2 ] 4V|2ulxl ﬂZ Vl 1'[2 Vl4 ﬂZ
2

= Zero

K’ ﬂz2 2+KI 2 2 2 4 4 2 2
w™© )\ b |v4 c 'ﬂt' c” X ‘Ht ct Xt c X ‘Ht ct 1t c qt'

LU _v_'n 17 0 1 2fux 17 1P vux 17
c®  ft'? c? 11)(2 2 ‘ﬂ)( it c4 x Tt ¢t XM ot ft? ct e

CViEUX 1P vEux? P vi e

— = Zero
CG ﬂtl 2 CG ﬂtl 2 CG ﬂtl 2

gue simplificando fornece
K, 1'[2 +K| 1'[2 +K| 1'[2 -iﬂz ) Z\/ZUIXI 1'[2 Vv_ 1'[ _V‘_zﬂz ) Z\/U'X' 1'[2 -\/2UIX|2 1'[2 — Jero

2 W 2 72 c?qt? c’ ™qt c? %2 c* qt? ¢t qt? c® qt*2
onde reordenando os termos encontramos

12 12 12 Vi o vux 1 7% v? 9°? 2ux T2 ux? 2
Ku +Kl +Kl _ 1+_+ P - — + + =zero

2 Iy ? 12 c? ¢ c?M? c? IX? ¢ XM ot ol

mais de 8.5 e 1.18 temos

ﬂ X/t ﬂ . ﬂ+u'x'ﬂ 2_ﬂ2 +2u'x' 112 +u'><2 1
‘ﬂx c® Tt ix c* 1t x> ¢ XM c* e
gue substituida na equacao reordenada fornece a equacéo de onda para o observador O’.

= Z€ero

Invaridncia da Equacéo de continuidade

A equacdo de continuidade na forma diferencial para o observador O’ é
] ~ ] JXI J 1 JZI
ﬂ—.+N.J':zero ﬂ—.+ﬂ : +ﬂ¥+‘” — = Zero 8.11
fit it ™ v 1z

onde substituindo as férmulas do quadro 6, 9 e 1.13 obtemos

2
\Y; ‘H 1 1+v VUXx ‘ﬂ \/E i v I (Jx— V)+w+‘ﬂ_Jz

- + —+—— = zero
JK 1% VK ¢ Tt Tx c? Tt Ty 1z
fazendo as operagoes encontramos
Al T Vv T vuxY ‘ﬂJx v dx v vi e ‘ﬂJy 13z

—t—+— — - + 2 = zero
Ix It c? ‘ﬂt c ‘ﬂt Ix c* 1t ix c M 9y 19z
gue simplificando fornece

RSN B R RV E

ft 2t Ix c2 M Ty 9z

onde aplicando JX= UX com ux constante obtemos

ﬂ__ Mﬂ_+M+lﬂ(r ux)+‘|1Jy+ ﬂ‘]Z: Zero ﬂ—+ ﬂJX+ ﬂJy+ﬂJZ: Zero 8.12

ft ¢ Ix ¢ 1 9y 9z T Ix Ty 19z
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gue é a equacao de continuidade na forma diferencial para o observador O.

Para obtermos novamente a equacao de continuidade na forma diferencial para o observador O'.
Substituiremos as féormulas do quadro 6, 9 e 1.18 em 8.12 obtendo

1 l2 ] 1 ] ] ] 1 ] 1
VT N 1 1+V_2+#l K+ iizl (3 x+ 'V')+ﬂJy+ﬂJZ:zero
JK X JK T ¢ c> Tt 1x c* 1t v 1z
fazendo as operacdes encontramos
] ] ] l2 ] ] ] ) ] ) ] ] ] 1 1 ]
Al +‘ﬂ_+v_‘ﬂ +vux‘ﬂ +ﬂJX_LﬂJX+Vﬂ
ix qt 2 ¢ i Ix & Tt X
gue simplificando fornece

1 '+v'u'X'ﬂ '+ﬂJ'X'_ L;‘ITJ'X'_'_‘ITJ'y'_'_ﬂJ'Z'

1,10y 197
o1y 1z

V|2
- — = zero
c

= zero
1t cc . qIx c* 1t 1y 1z
onde aplicando J'X'= 'U'X' com u'x’ constante obtemos
1 +vu2x‘|] +‘|]Jx_12‘ﬂ(r ux')+‘|]Jy+‘|]Jz:Zero 10,1 1y 12
1t cc .  Ix ¢ Tt Ty 1z 1t 91X Ty 17

que é a equacdo de continuidade na forma diferencial para o observador O’.
Invaridncia das Equacdes de Maxwell

Que na forma diferencial séo escritas na seguinte forma
Com carga elétrica

Para o observador O Para o observador O’

fEx YEY 9YEz r fE'X SJEY 9JEZ _r'

+ + = + + =-—
% Ty fz e 8.13 W ey .”Z N 8.14
Bx 9By 9Bz _ IBx 9YBY 9BZ _
+ + =0 + + =0

X Iy 1z 8.15 1 W 1z 8.16
ﬂEy_ ﬂEX:_ﬂBZ 617 ﬂE'y'_ ﬂE'x':_ﬂB'Z' 818
™>x Ty it ' X 1% 1t '
‘I]Ez_‘HEy:_‘HBX ‘HE'Z'_ ‘I]E'y:_‘ﬂB'x'

1y 1z it 8.19 ey 1z i 8.20
‘I]Ex_ ‘HEz:_‘HBy ‘HE'X’_ ‘HE'Z':_‘HB'y

o X it 8.21 7 o o 8.22
By 191Bx _ Ez By 9YBX _ . E'Z
— - —=mJz+em — — - ——=m,J'Ztem ——
gy S g 828 | T Ty T2 TR T 824
1Bz 9By _ Ex 1Bz BY _ , E' X
— - —==m,JX+e m — —— - ——=mJ'X+tem ——
T el A
fBx_ fBz _ TEy Bx _ 18z _ 5 TEy

2 m,Jy+e,m, w187 | 0 E mJ'y +e,m, o | 828
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Sem carga elétrica I =r'=zeroe J =J'=zero

Para o observador O Para o observador O’

Ex 9Ey 9Ez _ fEX YEY 9YEZ _

+ + =0 + + =0
X Iy 1z 8.29 1 W 1z 8.30
Bx 1By 9Bz IBx fBY 1IBZ
+ + =0 + + =0

ix 1y 1z 8.31 X W 1z 8.32
‘I]Ey_ ‘I]EXZ_‘HBZ 633 ‘HE'y’_ ‘HE'X'Z_‘HB'Z‘ 834
™% Ty It ' X 1% It '
'ﬂEz_‘HEyz_‘HBX 635 ‘HE'Z'_ ‘I]E'yz_‘ﬂB'x' 836
Iy 1z it ' Ty 1z lis '
‘I]Ex_ ‘HEz:_‘HBy ‘HE'X’_ ‘HE'Z':_‘HB'y

1z x it 8.37 1z X it 8.38
By 91Bx _ fEz By 9YBX _ JE'Z
—= - ——=e - — - —=-e -

Iy ot B0 1 T Ty o e 8.40
Bz_fBy _, . TEX os | 1BZ_TBY _ . TEX o2
v fz °° 1t ' v =7 ° '
TBx_ 8z _, . TEy fBx 87 _, . TEY

1z X e,m, it 8.43 1z 1 e,m, it 8.44

1
em, :C_Z 8.45

Demonstremos a invariancia da lei de Gauss na forma diferencial, que para o observador O’ é
TE'X _I_‘HE'y’ _I_‘HE'Z‘ _r

fix iy z e
onde substituindo as férmulas dos quadros 6, 7, 9 e 1.13, e considerando ux constante, obtemos

T,v Ex vux T Ey l+v2 vux VBz

x ¢t VK = ¢ Ty JK T 2 & JK
= v?  vux LBy _

> =

1+
z VK = ¢ ¢ JK o
2

fazendo os produtos, somando e subtraindo o termo —-——, encontramos

c” Tx
TEx, v TEX_VuxfEx_ vzuxﬂEx+ﬂEy+v_2‘ﬂEy_ vuxfEy \IBz
x Mt ¢ fx ¢ M Ty Sy &y W
+‘|1Ez+v_2‘ﬂEz_ vux‘ﬂEz+v'ﬂBy+ﬁ‘ﬂEx_ v EX_ K

z ¢z ¢ 1z 9z c® Ix c* .
gue reordenando resulta em

8.14

v? TEx, uxfEx 1Bz By 1Ex _ fEx_fEy  TEZ 1+V_2_M _ K

cz x ¢ |t vy 9z 2 Tt ix Ty 1z c? c? e,

onde o primeiro paréntese € 85 e por isso igual a zero, o segundo paréntese € igual a

VI ux
- V(m)JX) =-VIMrux=- > obtido de 8.25 e 8.45 resultando entdo em
e,C

(0]

2 2
‘HEx+‘ﬂEy+‘HEz 1+V_2'M _ 1+V_- VUX __VUX+_VL2|X
c

ix v 1z c® c e, ¢ e

(o]
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fEx fEY fEZ _ 1
ix Ty 9z e

gue é a lei de Gauss na forma diferencial para o observador O.

de onde obtemos 8.13

Para fazer o inverso substituiremos em 8.13 as férmulas dos quadros 6, 7, 9 e 1.18, e considerando u'x’
constante, obtemos

1. v T EX ,vux 1 Ey .V’ Vux  vBZ
® <M JK 2 Iy JK & JK
1 B2 , v> vux vBy _ V"

+— —= 1
7z JK' @ c? JK' .
VZIE'X

fazendo os produtos, somando e subtraindo o termo —-

, obtemos

™ ¢ qt . R Y ¢ Ty
L VIBZ fEZ V2IEZ vuxfEZ VIBY V2TEX VZIEX _ 'K

1\ 1z c® 1z c? 1z 1z c? X c® X €,
gue reordenando resulta em

1 1 1 1t " 12 0t 1 1 12 " (I | 1
IE' X LzﬂEX'_'_VUXﬂEX'_V ux‘HEx'+‘ﬂEy+v_‘ﬂEy‘+vux‘ﬂEy+

_ﬁ ﬂE')(+u'X'ﬂE')( Ly ﬂB'Z'_ ﬂB'y'_iﬂE'x’ N
¢ X c? qt '\ 1z c? qt

N ﬂE‘)(+ﬂE'y'+ﬂE'Z' l_|_\/_2+V'u'x' _ 'K
> v 1 S e,

onde o0 primeiro paréntese é 85 e por isso igual a zero o segundo paréntese é igual a

vriux
v (n])J' X') =V mr'u X =———— obtido de 8.26 e 8.45 resultando entdo em
€

2
,C
] 1 1 2 1 1 1 1 2 ] ] ] ] ] ] 1 1 1 ]
ﬂE?<+ﬂEy+‘ﬂEz 1+\/'_2+vu2x _ 1+\/_2+vu2x +_vuzx__vuzx
Tx 1% 1z c c €, c c e, C e, C
fE'X YEY 9TEZ r' . _ . :
de onde obtemos + + =— que é a lei de Gauss na forma diferencial para o
Ty z &

observador O'.

Procedendo desta forma podemos provar a invaridncia de forma para todas as demais equacgbes de
Maxwell.

89 Explicando o Efeito Sagnac com a Relatividade On  dulatéria

Transformemos o movimento retilineo dos observadores O e O’ utilizado na deducdo da Relatividade
Ondulatéria em um movimento circular plano de raio constante. Imaginemos que o observador O vé o
observador O’ girar com velocidade tangencial v no sentido horario(C) (igual ao sentido positivo do eixo x da
RO) e que o observador O’ vé o observador O girar com velocidade tangencial v’ no sentido anti-horario (U)
(igual ao sentido negativo do eixo x da RO).

No instante t = t' = zero o observador O emitira dois raios de luz a partir da origem comum aos dois
observadores, um no sentido anti-horario de arco cty e outro no sentido horario de arco ctc, portanto cty =
ctc e ty = tc, porque c € a velocidade da luz constante, t, e tc 0 tempo. No instante t = t' = zero também o
observador O’ emitira dois raios de luz a partir da origem comum aos dois observadores, um no sentido anti-
horario (inatil) de arco ct’y e outro no sentido horéario de arco ct'c, portanto ct'y = ct'c e t'y = t'c porque c é a
velocidade da luz constante, t'y e t'c 0 tempo.
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Reescrevamos as equacdes 1.15 e 1.20 da Relatividade Ondulatéria (RO):

M:t_'_ 1+V_2_ 2Vux 1.15
v ot ¢z ¢ '
M:l_\/HV_'Z 2vu'x 1.20
MtV e ¢ '

Fazendo ux = u'x’ = ¢ (raio de luz projetado ao longo do eixo x positivo) e desmembrando as equacdes
obtemos:

t=t1-Y 0.1 t=t 14V 9.2
C (o

V= v 9.3 V= \/v 9.4
1- ! 1+ —
C C

Quando a origem do observador O' detectar o raio anti-horario do observador O, estara a distancia
Vt. =V 1, do observador O e simultaneamente detectara o seu raio horario no mesmo ponto que o raio
horario do observador O, em uma posi¢cdo simétrica ao didmetro que passa pelo observador O porque
ct, =ct, t, =t. ect,=ct. t,=t"., obedecendo as quatro equa¢des acima, encontramos:

2pR
+vt. =2pR  t.=—— 9.5
CtU C p C Cc+V
2pR
ct.+2v/t', =2pR t.=———— 9.6
C U p C C+2V|

Quando a origem do observador O’ detectar o raio horario do observador O, simultaneamente detectara seu
préprio raio horéario e estard a distancia Vt,. =\/'t'2U do observador O, entdo obedecendo a equacdes
1,2,3 e 4 acima, teremos:

Ctye =2pR+Vt,. t,. = % 9.7

ct,c=2pR t', :ZLCR 9.8

A diferenca de tempo para o observador O é:

Di=t, -t = 2pR  2pR _ jprv2 9.9
cC-v Ct+tVv cc°-vV

A diferenca de tempo para o observador O’ é:

D=t ,.-t.= 2R 2pR__ 4pRv 9.10

c c+v (c+v)e

Substituindo as equacfes 9.5 a 9.10 em 9.1 a 9.4 comprovamos que elas cumprem as transformacfes da
Relatividade Ondulatéria.
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810 Explicando a experiéncia de Ives-Stilwell com a  Relatividade Ondulatéria

Reescrevamos as equagdes (2.21) para o comprimento de onda na Relatividade Ondulatéria (RO):

"= el = , 2.21
V> 2vux VA VAT’
I+5- 1+ + 2
c C C c
Fazendo ux = u'x’ = ¢ (raio de luz projetado ao longo do eixo x positivo), obtemos as equacgodes:
: I [
'=— e | =—v, 10.1
\'
1--— 1+—
c c

Se o0 observador O, que vé o observador O’ se distanciando com velocidade v no sentido positivo do eixo x,
emite ondas, provenientes de uma fonte estacionada em sua origem com velocidade ¢ e comprimento de

onda | - no sentido positivo do eixo x, entdo de acordo com 10.1 o observador O’ medira as ondas com

velocidade ¢ e comprimento de onda | ', de acordo com as férmulas:

I (N
= 'F | =D 10.2

Se o observador O, que vé o observador O se aproximando com velocidade v’ no sentido negativo do eixo
X, emite ondas, provenientes de uma fonte estacionada em sua origem com velocidade c e comprimento de

onda | '- no sentido positivo do eixo x, entdo de acordo com 10.1 o observador O medira as ondas com

velocidade ¢ e comprimento de onda | , de acordo com as formulas:

L

1 I IF
| E el A =—V|, 10.3
1- Vv 1+
C C
As fontes estacionadas nas origens dos Observadores O e O’ s&o idénticas portanto | - =1"_.

Achemos o comprimento de onda médio | das ondas medidas (I N 'D) utilizando as formulas 10.2 e
10.3, lado esquerdo:
—_l'p# I I I 2
| =—2 a-1 F +|'F 1-! | =——B A= F 1+ 1-!
2 2 4.V c 2 21.V c
C C

Achemos a diferenca entre o comprimento de onda médio | e o comprimento de onda emitido pelas fontes
DI =l -1,:

_ | 2

DI =l-1.=—F 1+ 1-Y .|
21-Y ¢
C
o 2 21-Y
Dl=—Ff—1+1-¥ - —C
21-Y ¢ 21-Y
C C
— | 2
Di=—F —1+1-¥Y .21 Y
21-V ¢ ¢
Cc
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2
21.V cC c c
c

DI =

— 2
Dl =—1 l—FV—2 10.4
1.V 2cC
c

http://www.wbabin.net/physics/faraj7.htm

10 Ives-Stilwell (continuacéo)
O efeito Doppler transversal para a Relatividade Ondulatéria foi obtido no §2 do seguinte modo:

Se o observador O’, que vé o observador O se deslocar com velocidade —v' no sentido negativo do eixo x’,
emite ondas de frequéncia Y e velocidade c, entdo o observador O de acordo com 2.22 e U X =-V

medira ondas de freqiiéncia Y e velocidade c em um plano perpendicular ao deslocamento de O’ dadas por
2
y=y.|1- ¥ 2.25
Cc

C2

frequéncia transversal Y=Y, e a frequéncia da fonte y' =Y naforma

2 2
Para UX=-V teremos ux=zeroe  [1- v ,/1+V—2 =1 com isso podemos escrever a relacdo entre a
C

Y, :Lz 105

1+
c

Com c=Y,| , =y |'c obtemos a relag&o entre o comprimento de onda transversal | , e 0 comprimento de

onda da fonte | '

2
— / v
I 1+? 10.6

A variagcao do comprimento de onda transversal em relagdo ao comprimento de onda da fonte é:

[ 2 [ 2 2 |'_ 2
— ) — ) V ] a— Ll V ! V V
D| t_l t-l F_I E 1+C—2- F_I E l+?'1 @ E 1+E'1 @7':? 10.7

gue é o mesmo valor obtido na Teoria Especial da Relatividade.

Aplicando 10.7 em 10.4 obtemos

— D
DI = ! 10.8
1- Vv
C
Com as equacgbes 10.2 e 10.3 podemos obter as rela¢ées 10.9, 10.10, e 10.11 a seguir descritas
v 2
I ="y 1-= 10.9
A D c
I
E desta obtemos a férmula da velocidade ¥ =1- I'_A 10.10
c D
L e=1"c =yl 10.11

Aplicando 10.10 e 10.11 em 10.6 obtemos
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2
I
N AI'D\/1+ 1- /I—A 10.12
D

De 10.8 e 10.12 concluimos que | , £I  £1 £] £1',. 10.13
Assim com os valores de | , e | ', obtidos da experiéncia de Ives-Stiwell poderemos avaliar | ,, | , Ve
C

concluir se existe ou ndo a deformacédo espacial prevista na Teoria Especial Da Relatividade.

811 Transformac&o entre dois referenciais da potenciad  os raios luminosos de uma fonte na Teoria
da Relatividade Especial

A relacao entre dois referenciais da potencia desenvolvida por uma forca é escrita na Teoria Especial da
Relatividade na seguinte forma:

py =P U VEX 11.1

\'
1- UX—
C
A definicdo da componente da forga ao longo do eixo x é:

Ex = dPX_ d(mux) _dm oo dux 112
dt dt dt dt

Para um raio luminoso o principio da constancia da velocidade da luz, garante que a componente ux da
velocidade da luz, também é constante ao longo do eixo x, por isso:

X _dx_ _dux _ _d
— = — = UX= constante, demonstrando que em dois — = zeroe Fx=—ux 11.3
t dt dt dt
dm_ 1 dE
A formula de energia é E = mMc de onde obtemos — = — 114
dt c° dt
N . dE _ ux
Da definicdo de energia temos E = Fu que aplicada em 11.4 e 11.3 obtemos Fx=Fu— 11.5
C
Aplicando 11.5 em 11.1 temos:
ux
Fu- V(F u)—2
Fu= ¢
\%
1-ux—
Cc
o dE _ dE
De onde encontramos que F'U'= FU ou E ZE 11.6

Resultado igual a 5.3 da Relatividade Ondulatéria que pode ser comprovado experimentalmente,
considerando o Sol como fonte.

812 Linearidade
A Teoria da Relatividade Ondulatéria tem como axioma fundamental a exigéncia de que os referenciais
inerciais sejam denominados exclusivamente como aqueles em que um raio de luz emitido em qualquer

direcdo a partir da sua origem propague em linha reta, o que matematicamente € descrito pelas formulas
(1.13, 1.18, 8.6 e 8.7) da Relatividade Ondulatéria:

=—=uz 1.13
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t dt t dt t  dt

Woldemar Voigt em 1.887 escreveu a transformacédo linear entre os referenciais dos observadores O e O’
na forma seguinte:

X = AX+Bt 12.1
t = EX+Ft 12.2
Com as respectivas equacdes inversas:

F -B
X = X+ t
AF - BE AF - BE

12.3

. - E A
t'= X+ t
AF- BE AF-BE

12.4

Onde A, B, E e F séo constante e devido & simetria ndo consideramos os termos comy, zey, z'.

Sabemos que x e X' sdo as projecdes de dois raios luminosos ct e ct’ que propagam com velocidade
constante c¢ (devido o principio da constancia da velocidade da luz), emitidos em qualquer direcdo a partir
da origem dos respectivos referenciais inerciais no instante em que as origens sdo coincidentes e no
momento em que:

t=t =zero 12.5

por isso na equacédo 12.2 no instante em que t' = zero devemos ter E = zero para termos também t = zero,
ndo podemos exigir que quando t' = zero, seja também X’ = zero, porque no caso da propagac¢ao ocorrer no
plano y’z’ teremos x’' = zero mais t'1 zero.

Reescrevamos as equacdes corrigidas (E = zero):

X = AX+Bt 12.6
t=Ft 12.7

Com as respectivas equacdes inversas:

x Bt

X=—-— 12.8
A AF
t

t=— 12.9
F

Para o caso da propagacéao ocorrer no plano y’ z’ temos x’ = zero e dividindo 12.6 por 12.7 temos:

Xx_B

—=—==V 12.10

t F

onde v é o médulo da velocidade que o observador O vé o referencial do observador O’ se deslocar ao
longo do eixo x no sentido positivo porque o sinal da equacao é positivo.

Para o caso da propagacéao ocorrer no plano y z teremos x = zero e dividindo 12.8 por 12.9 temos:

i:-E:-V‘ OUE:\/ 12.11
t A A
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onde v’ é o mddulo da velocidade que o observador O’ vé o referencial do observador O se deslocar ao
longo do eixo X’ no sentido negativo porque o sinal da equacgéo € negativo.

A equacao 1.6 descreve o principio da constancia da velocidade da luz, que deve ser atendido pelas
equacdes 12.6 a 12.9:

x*- ¢t =x?-c’t'? 1.6
Aplicando 12.6 e 12.7 em 1.6 temos:
(AX+Bt )’ - c?F2'2=x2-c'?

De onde obtemos:

B® 2ABX
(AZ)(Z)- o2t Fz__z_ = =2 22
Cc ct
) R 2 B® 2ABX _ R
onde fazendo A° = 1 no paréntese em arcoe F° - — - 2 =1 no paréntese quadrado obtemos a
Cc Cc

igualdade entre ambos os lados do sinal de igual da equacéo.

B> 2ABX 2
Aplicando A=1em F?- — =1 temos F? :1+B—2+2|§)< 12.12
c ct c ct
. B_B
Aplicando A =1 em 12.11 temos r = 1 =B=V 12.11

Que aplicada em 12.12 fornece:

/ Vi /X
F=./1+—+ = F(X ’t' 12.12
c? ( )

sendo F(x’, t') igual a funcdo F dependente das variaveis x’ e t'.

Aplicando 12.8 e 12.9 em 1.6 temos:

2 2
X2 - g2 = x Bt _CZLZ
A AF F
De onde obtemos:
2 2
x* - c’t? = X_z - ¢t iz' 282 7t ngx
A F ACF ACFt

1 B? . 2BxX
F?2 A°C’F* A’C’Ft
obtemos a igualdade entre ambos os lados do sinal de igual da equacéo.

=1 no paréntese quadrado

onde fazendo A” = 1 no paréntese em arco e

1 B, 2BX
F2 AC’F?  A%CPFt

Aplicando A=1e12.10 em =1 obtemos:
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F=— 1 - F(x.t)

/ Vi 2ux
1+Ez_c%

sendo F(x, t) igual a funcéo F dependente das variaveis x e t.
Facamos as seguintes denominacdes de acordo com 2.5 e 2.6:

i /X
ct

2 2
\/1+V—2- ﬁ(y\/1+"—2+ VX 1 ou JKR/K =1

c® it
Exatamente igual a 1.10.

Reescrevendo as equacgfes 12.6, 12.7, 12.8 € 12.9 em funcado de v, v’ e F temos:
X=X+/t
t=Ft

Com as respectivas equacdes inversas:

X =X- vt
p=t
F

Obteremos as equacdes 12.6, 12.7, 12.8 e 12.9 finais substituindo F pelas formulas correspondentes:

X=X+Vt

2
t=t 1+v—2+ 2\/2')6
c ct'

Com as respectivas equacdes inversas:

X =X- vt

2
Cc ct

Que séo exatamente as equacdes do quadro I.
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Como V= E e V =B entdo as relagdo entre ve v' sdo V= E ouV=VvF 12.18

Vamos transformar F (12.12) funcéo dos elementos V', X', e t' para F (12.13) funcao dos elementos v, x e t
substituindo em 12.12 as equagfes 12.8,12.9 e 12.18:

F - /1+\/_2+ A% _ 1+(vF)2 . 2vF(x- vt)
c® ct c?

02i
F

22 2 22 2 22
I::\/Hvl: L 2XF 7F :\/1+2vxF VF

c? ct c? ct c?
2uxF?  Vv?F? VZF?  2uxF? 1
2 _ 2 —_ —_
P it o 2 cit R vy
\Y} 27X
1+72‘ 2
c? ci

Que é exatamente a equacédo 12.13.

Vamos transformar F (12.13) funcdo dos elementos v, X, e t para F (12.12) funcdo dos elementos V', X’ e t’
substituindo em 12.13 as equagfes 12.6, 12.7 e 12.18:

F- 1 _ 1 ~ 1

v X 2 ' V2 Y0 .k

N s A1 < L I WL

¢t ct ¢ F C’FFt c’F? Cc*t'F® C°F

2 2

F= 1 F? 1- ‘2’ - f"xz =1 F= 1+v_2+2v2><

\/1 NE N\ X c’F2 Cci'F c® ci
c’F'? Ccit'F'?

Que é exatamente a equacédo 12.12.
Calculemos o diferencial total de F(x', t') (12.12):

dF = I g+ TF g

X Iit'

como:

FT_1 Vv F_ 1 VX

— e ——=-——— 12.19
% JKct it JK At

temos:

dF = 1 v dx 1 VX dt 12.20

K. Cztl K. Cztl tl
onde aplicando 1.18 encontramos:

1 v 1 v dX

dF = dx- —dt
JK' ¢t JK' ¢t dt

De onde concluimos que F funcdo de x’ e t' € uma constante.
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Calculemos o diferencial total de F(x, t) (12.13):

dF = T gx+ T gt
{Ix

— = 12.21
3 A2 3 A2
x K2 ct It K2 ctt
temos
1 v 1 v X
dF =——dx- ——=—dt 12.22
Kgc% Kgc%t
onde aplicando 1.13 encontramos:
1 v 1 v dx
dF :—3—2dX' —3—2d—dt =0
K 2 ct K 2 ct dt

De onde concluimos que F funcao de x e t € uma constante.

As equacdes 1.13 e 1.18 representam para os observadores O e O’ o principio da constancia da velocidade
da luz, validas do infinitamente pequeno ao infinitamente grande e significam que na Relatividade
Ondulatéria o espaco e o tempo sdo simultaneamente medidos. Ndo devem ser interpretadas como uma
dependéncia entre espago e tempo.

O tempo tem uma interpretacdo prépria que pode ser compreendida se analisarmos para um determinado
observador a emissdo de dois raios de luz a partir do instante t = zero. Se somarmos o0s tempos obtidos,
para cada raio de luz obtemos um resultado sem qualquer utilidade para a fisica.

Se no instante t = t' = zero o observador O’ emite dois raios de luz, um ao longo do eixo x e outro ao longo
do eixo vy, transcorrido o intervalo de tempo t' os raios atingem para o observador O’ simultaneamente, 0s
pontos A, e A, a distancia ct' da origem, no entanto para o observador O os pontos n&o seréo atingidos
simultaneamente. Para que ambos os raios de luz sejam simultdneo aos observadores eles deverao atingir
0S pontos que possuam o0 mesmo raio em relacdo ao eixo x e que forneca os mesmos tempos para ambos
os observadores (t; = t, e t'; = t'5), 0 que significa que realmente somente um raio de luz é necessario para
aferir o tempo entre os referenciais.

Conforme o § 1, ambos os referenciais dos observadores O e O’ sdo inercial, sendo assim neles a luz
propaga em linha reta conforme exige o axioma fundamental da Relatividade Ondulatéria § 12, por isso a
diferenca entre as velocidades v e v’ € devida somente a diferenca de tempo entre os referenciais.

_X-X

V= \/:u
t 1

12 14

Também podemos relacionar um referencial inercial para o qual a luz propaga em linha reta conforme exige
o axioma fundamental da Relatividade Ondulatéria, com um referencial em movimento acelerado para o
qual a luz propaga em linha curva, sendo que neste caso a diferenca entre v e v’ ndo é devida somente a
diferenca de tempo entre os referenciais.

Conforme o 8 1, se o observador O no instante t = t' = zero emite um raio de luz a partir da origem do seu

referencial, depois de transcorrido o intervalo de tempo t; o raio de luz atinge o ponto A; de coordenadas
(X1, y1, 21, 1) a distancia ct; da origem do observador O, entao temos:

2 N
t =t 1+V_2_ 2;(1
\" ¢ i,
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th.e)bguer}?\;r[alsdence

Apés atingir o ponto A; o raio de luz continua a propagar na mesma direcdo e no mesmo sentido, tendo
transcorrido o intervalo de tempo t, o raio de luz atinge o ponto A, de coordenadas (X; + Xo, Y1 + Yo, Z1 + Z5, t1
+1,) a distancia ct, do ponto A;, entdo temos:

d_ ﬁ:&:ux 1+V_2_ 2/Xl: 1+V_2_ﬂ: 1+ﬁ_M
t dt t, t, c® ci, ¢ cit, V" ¢ ¢

2N 2 2 2 2ux, +X
t|1+t|2:t1 1+V_2_ 2)(1 +t2 1+V_2_ ZV;JX:(tl +t2) 1+V_2_ ZV;JX:(tl +t2) 1+V_2_ 2( 1 2)
c® ¢, ¢ ¢ V" ¢ ¢ c® 2, +t,)

A geometria do espaco e tempo da Relatividade Ondulatéria estd resumida na figura abaixo que pode ser
expandida para A, pontos e varios observadores.

0, 0, 0=0 0,
t=t = zEro
Na figura os angulos tém a relagdo y =f'-f e s&o iguais os seguintes segmentos:
0,2 0°0 ¢iguala 0°0 a0, (O,« O,=vt, =Vt,)
0,a0; éiguala0; a0, (0,« O,=v(t, +t,)=V (t',+',)® vt,=vt',=0,« O,+0,« O,)

E sado paralelos os seguintes seguimentos:

0O, a A, é paraleloa O; a A;
O,aA,éparaleloaO’yaA;

X0 X" éparaleloa X,° X',
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O cosseno dos angulos f e f' de inclinacdo dos raios para os observadores O e O’ de acordo com 2.3 e
2.4 sdo:

ux_yv
Uy = UX-V UuX___ ¢ ¢ cog' = 0¥ - vic
2 2 2
1+ - —ZVEX ¢ 1+ - —ZV;JX \/1+V2- A cod
Cc Cc Cc Cc Cc Cc
Cog":M 12.23
JK
rf
E com isso temos: serf':i 12.24
JK
ux v
' cod'+V/c
ux= ”2)( +V — = £ _° __ cod-= =
\/1+\/'2+2\/ng ¢ \/1+V2+2"'l;)< \/1+\/2+2V|cosf'
Cc Cc Cc Cc Cc Cc
"+
cod _cod +v/c _\”C 12.25
KI
E com isso temos: serf 2&1 12.26
KI
O cosseno do angulo Y de intersegdo dos raios é igual a:
1- VUX 1 VUX g Veog 14V cogf!
c’ c’ C c 1227
cosy = = = = .
YK JK' VK JK'
E com isso temos: Sery =V serf _y ser 12.28

cJvK ¢ JK

A invariancia do COSy demonstra a harmonia de todas as hipdteses adotadas para o espago e tempo na
Relatividade Ondulatéria.

O COYy ¢€ igual ao Jacobiano da transformacgdo para o espago e tempo do quadro |, onde os radicais

2
Ko B o i

séo considerados variaveis e por isso derivado.

1 060 -V
_ L 1- VX q_ VUX
o _J_HX'_‘IT(X,Y.Z'J)_ 8 32 8 __ct__ ¢
gy === = = = 8.8
Ix ﬂ( X,y,Z,t) - v/c? 00 1 1+v_2_ VX JK JK
JK JK T c? ¢k
1 00 v VX VU X
K T(xyzt) 0 10 0 _1+ cit' _1+ c?
coyy =J' =1%_= ~= 0 01 0 = = ' 8.8
™Ay 2ZE) \vic?gg 1 q.vEi.vx | YK VK
JK' VK ¢ it
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813 Richard C. Tolman

O 84 Transformacdes dos Momentos da Relatividade Ondulatéria, foi desenvolvido baseado na experiéncia
idealizada por Lewis e Tolman, conforme referéncia [3]. Onde a colisdo de duas esferas preservando o
principio de conservagdo da energia e o principio de conservacdo dos momentos demonstra que a massa €
funcao da propria velocidade de acordo com:

onde M, € a massa da esfera quando em repouso e U = |u| =4/UU o modulo da sua velocidade.

Analisemos a colisdo entre duas esferas idénticas quando em repouso relativo, que para o observador O’ se
denominam S’; e S’, e se deslocam ao longo do eixo X’ em sentido contrario com as seguintes velocidades
antes da colis&o:

Tabela 1

Esfera S’y Esfera S,

ux,=v ux, =-v

u'y,=zero | Uy,=zero

u'z,=zero | UZ,=zero

Para o observador O as mesmas esferas se denominam S; e S, e tém as velocidades
(uxl, ux, ,uy;, =uz :zer@ antes da coliséo calculadas de acordo com o Quadro 2 da seguinte forma:

A velocidade UX; da esfera S; € igual a:

ux, = U'X'1+V' = v+ = 2/ .
\/1+v2+2’ux1 \/1+v2+wv 14372
C2 C2 C2 C2 CZ

A transformacao de v’ para v de acordo com 1.20 do Quadro 2 é:

v — v -V

\/1+\’2+2"“"<l \/1+"22+2"2" 14+3°
C2 C2

V=

c C C

Que aplicada em UX,; fornece:

oV
ux =2 =L =2
1+
C

A velocidade UX, da esfera S, € igual a:

ux, = UX, = VAV =zero
\/1+V'22+2\,ule2 \/1+V'22+2V|('2VI)
c c c c

34/132



Tabela 2

Esfera S; Esfera S,
wo == |
143V ux, =zero
2
C
uy, =zero uy, =zero
uz =zero uz, =zero

Para os observadores O e O’ as duas esferas possuem a mesma massa quando em repouso relativo.
Sendo que para o observador O’ as duas esferas colidem com velocidades de mddulo igual e sentido

Oposto por isso 0s momentos (p'l= p'2) se anulam durante a coliséo formando por um instante (Dt) um

unico corpo de massa m, =m,+ni,.

De acordo com o principio de conservacdo dos momentos para o observador O teremos que impor que 0s
momentos antes da colisdo sao iguais aos momentos apos a colisdo, portanto:

myux, +m,ux, =(m, +m, )w

Onde para o observador O, w é a velocidade arbitraria que supostamente por um instante (Dt) também

vera as massas unidas (m:ml+mz) se deslocando. Como as massas M possuem velocidades

diferentes e as massas variam de acordo com as proprias velocidades esta equacdo ndo pode ser
simplificada algebricamente, sendo as varia¢cdes das massas da seguinte forma:

Para o lado esquerdo do sinal de igual da equacéo temos:

u=ux, =2v
me—T - M _ m _ m
\/1_ (U8 \/1_ (ux,)’ \/1_ (2v)° \/1- av°
c’ c? c? c
u=ux, =zero
rnZ = rno > = rno > = rno > :rrl)
\/1_ ﬂ \/1_ (UXZ) \/1_ (Zero)
2 2 2
C C C
Para o lado direito do sinal de igual da equacéo temos:
u=w
m= M= M M
Jl_ ) Jl_ v
c? c? c
m _ m . m

R R

Aplicando na equacao de conservacao dos momentos temos:

myux, +myux, =(m, +m, )w=mw+m,w
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LZ\/+%_O: My W+ M W
LA LW LW

c? c? c?
De onde obtemos:
2myv  _ 2myw vV W

4 W2 42 w2
Jl'cz Jl'cz Jl'cz Jl'cz
W=V

3\/2
1- o2

Como W V para o observador O as massas unidas (m:ml + rr12) nédo se deslocariam momentaneamente

solidarias ao observador O’ o que é concebivel se considerarmos que s&o diferentes os instantes Dt1 Dt'
gue supostamente as massas ficariam em repouso do ponto de vista de cada observador e que a massa
incidente com velocidade 2v é maior do que a massa em repouso.

Se operassemos com as variaveis com linha teriamos:

myux, +myux, =(m, +m, )w=mw+m,w

m, 2v+o:mow+moW:2moW
2 3V My 2 2 2
1+7 1_W 1_W 1_W
C2 2 2 2
1 1 N (o (o c
c? 143V
c
2myV _ 2mw
e
2 2
1430 1. L c
¢ c 1+&2
(o
2myV _ 2mw
vV w2 A
e o \/1 a
2myVv 2myw

v? w?
\/1_ c? \/1_ 2

De onde concluimos que W=V o qual deve ser igual ao valor anterior de w ou seja:
\'
1. 3
2
C
Relagédo entre v e v’ que se obtém do Quadro 2 quando UX, =2V que corresponde para o observador O a
velocidade da esfera incidente sobre a esfera em repouso.

w=V =
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814 Composicao de velocidades
Referéncia — Millennium Relativity

URL: http://www.mrelativity.net/MBriefs/VComp Sci Estab Way.htm

Escrevamos as transformacdes de Hendrik A. Lorentz para espaco e tempo da Teoria Especial da
Relatividade:

X- vt X +vt'
X = X =
2 14.1a 2 14.3a
-V 1- Y
c c
y=y 14.1b | Y=Y 14.3b
7=z 14.1c z2=7 14.3c
p. X pe X
2 2
t=—C t=—C
> 14.2 > 14.4
v v
1- 2 1- 2
C C

Destas obtemos as equacdes de transformacao de velocidade:

UX = ux- v Ux= u X+v
1- VUX 14.5a 14 vu X 14.6a
c? c?
2 2
uy,[1- V2 uy,1- V2
uy=—»I & 145b | yy=— "' _C 14.6b
Vux vu X
1- = 1+
c c2
2 2
uzf1- ¥ uz,f1- Y
Wz=—"1 C 145¢c | yz=— 1 C 14.6¢c
VUux vu X
1- > 1+ >
C C

Consideremos que em relacdo ao observador O’ um objeto se move com velocidade:
u X =15.10°km/s(=050c).

E que a velocidade do observador O’ em relagédo ao observador O é:
v=15.10°km/s(= 050c).

A velocidade UX do objeto em relacdo ao observador O deve ser calculada pela férmula 14.6a:

Ux+v _ 15.10°+15.10°

1 VUX  1510°1510°
02 1+ 2

ux=

=24.10°km/s(=080c).

30.10°

Onde usamos ¢=30.10°km/s(=100c).

Considerando que o objeto se movimentou durante um segundo em relacdo ao observador O (t=1,00S)
podemos entdo com 14.2 calcular o tempo transcorrido para o observador O’;

37/132



5 5
Cvux 1001 15.10-.24.10

5\2
3,0.10 0,60

1-

(3,0.105
Para o observador O o observador O’ esta a distancia d dada pela férmula:
d =vt=15.10°.100=15.10km.

Para o observador O’ o observador O esta a distancia d’ dada pela formula:

d =vt =15.10> 060 _ 1,0392310° km.

v70,75

A distancia do objeto (do, d'o) em relacdo aos observadores O e O’ é dada pelas formulas:
do =uxt=24.10".100= 24.10°km.

(ux+v) [15.10° +15.10°) 060

d, =uxt= - = =240.10°km.
. ] ( )
c (Bo.105)
do=uxt= 15105259 ~103923105Km.
V0,75
5 _ 5
d'y =uxt = (wx- v} _ [2420° - 1520 )1’00=1,03923Lo5 km.

Jl- v \/1_ fs10°f

c? Bo10°f
Para o observador O a distancia entre o objeto e o Observador O’ é dada pela formula:
Dd =dg - d =24.10° - 15.10° =0,90.10° km.
Para o observador O a velocidade do objeto em relagéo ao observador O’ é dada por:

Dd _ 090.10°km

=090.10°km/s(=030c).
t 100s

2
Relacionar os tempos t e t' utilizando a férmula t' =t,|1- — sbe possivel Unica e exclusivamente quando
c

UX=V e U X =zero 0 que nao é o caso acima, para entendermos isso escrevamos as equacdes 14.2 e 14.4
na forma abaixo:

t1- ycosf t 1+Xcosf'
L C _ C
t R 14.2 t-—z 14.4
1- Y 1- Y
c? c?

Onde cosf =X e cosf' :it"
c
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As equacdes acima podem ser escritas como:
t=f(tf) et="f(,r) 14.7

Em cada referencial dos observadores O e O’ a propagacao da luz gera uma esfera de raio Ct e Ct' que se
interceptam formando uma circunferéncia que propaga com velocidade c. Os raio Ct e Ct' e o sentido
positivo dos eixos X e X formam os angulos f e f' constantes entre os referenciais. Se para 0 mesmo
par de referencial os angulos fossem variaveis os tempos seriam aleatorios e se tornaria inutil para a fisica.
Na equacdo t' = f(t,f) temos t' funcéo igualmente de t e f , se nesta tivermos f constante e t' variar
devido a t obtemos a relacdo comum entre os tempo t e t' entre dois referenciais, entretanto se tivermos t
constante e t' variar devido a f teremos para cada valor de f um valor de t' e t entre dois diferentes
referenciais, esta analise também vale para t = f' (t' f)

Dividindo 14.5a por ¢ obtemos:

XY cosf - ¥
UX_-C C cog'=— C 14.8
c - VWX 1- Veod
CZ

Isolando a velocidade obtemos:

v _ (cosf - cosf') Wy ux-ux o
¢ (1- cosfcosr') 1. Uxux '
C2

De onde concluimos que devemos ter os angulos / e f' constantes para obtermos a mesma velocidade
entre os referenciais.

A exigéncia dos angulos constantes entre os referenciais deve resolver as controvérsias de Herbert Dingle.
Invariancia

As transformac8es para o espaco e tempo do quadro I, conjunto 1.2 mais 1.7, na forma matricial se escreve:

X 100-v x
y _010 0 vy
t 000K t
Que escritas na forma abaixo representam as mesmas transformacg@es de coordenadas:
X 100-vic x
y _010 0 vy
ct 000 \/E ct
Que denominaremos como:
x X 100- vic x X
iz Y _ X -, -010 0 iz Y = X
X=X'= 7 - )('3 ,a—aij—o()l 0 , X—XJ— _ X3 15.3
ct g4 000 VK ct 4



Que sdo as fungdes X' =X (x1)=x" (xt,x2,x3,ext )=x (X, y,Z,Ct) 15.4
Que na forma simbdlica se escreve:

4
X'=a.X ounaformaindexada X'= a;x’ X'=a;x 15.5
=1

Onde utilizamos a convenc¢ao da soma de Einstein.

As transformacdes para o espaco e tempo do quadro I, conjunto 1.4 mais 1.8, na forma matricial se escreve:
0Ov X

10 Y 15.6
0

Que escritas na forma abaixo representam as mesmas transformacdes de coordenadas:

100Vv/c

y _ 0100 y
Yy - y

ct OOOJE C

~t

Que denominaremos como:

x X 100v/c x X
ko Y - X —n 01 el Y - X
X=x"= 7 = '3 ’a‘akI_OOl\/O_'XI_XI_Z_x3 158
ct 4 000+vK ot oyt
Que sdo as fungdes X< =xk(x! )=x*(x,x2 x?,cx4)=x*(x,y",Z\ct) 15.9
Que na forma simbdlica se escreve:
4
X=a'.X' ounaformaindexada x*= a',x' x*=a',x' 15.10

2 1 2 1
sendo VK = |1+ - X (17), VK= |1+Y 2+ 22X (1.8) e VKK =1 (1.10).
c° c°X c cX

As matrizes de transformacédo @ = &a; e a'=a’', tém as propriedades:

A 808—\6/c 808\/60 1000
" _— . _01 1 _ 0100 _,_
aa —aija k|—__1aija i=001 O 001 0 <0010 —|—d|I 15.11
= 000K 000K 0001
4 1 000 1000 1000
toit_ . , _ 0 100 0 10 0 _ 0100 _,_4j
aa —ajia|k—__lajiaik— 0 01 0 001 0 0010 —|—ko 15.12
= -vic00VK Vv/c00+K 0001

Onde a' = a; € amatriz transpostade & =a; e a'=a', éamatriz transpostade @'=a'y, e d éo
Delta de Kronecker.

4 éog\/éc 808—\6& 1000

Vo _ ' _01 1 _ 0100 _;_k

a.a—ak|aij—|_ak|a|j—001 0 001 0 0010 —|—C/j 15.13
- 000VK 000K 0001



4 1000 1 000 1000
vt _ T _ 010 O 0 100 _0100 _,_
atat—a|kaji —k_la|kaki— 0010 0 01 0 0010 —|—[J€I 15.14
- v/c00+K' -v/icO0+K 0001

Onde a" =a', é a matriz transposta de @'=a', e a' =a; e amatriz transpostade @ =a; e déo

Delta de Kronecker.

Observacéo as matrizes a; e a'y, séo inversas uma da outra, mas n&o sé&o ortogonais, ou seja: &; ' @'y
1 . i f

As derivadas parciais J]X— do diferencial total dX' =ﬂ—xl.dx‘ das componentes das coordenadas que se

relacionam de acordo com X'=X" (Xj), onde na matriz de transformacdo & =a; o radical VK é

considerado constante € igual a:

Quadro 10, derivadas parciais das componentes das coordenadas:
™o Xt o X, [P (X g [ IXPov
i oy =1 770 5=0 4
> x| fx X x* ¢
i 2 2 2 2 2
S oS I B LS T L S L Sy
™~ X ix ix x° ix
i 3 3 3 3 3
ﬂX' :ﬂxl = ﬂXll =0 _ﬂX’Z =0 _ﬂxs =1 _ﬂxl“ =0
p S (S I b 1 9
LS S SRS R S S b S PY
™ @ e 0 0w 0 x4

O diferencial total das coordenadas na forma de matriz € igual a:

sy o

dx< _01 dx

43 ~001 0 3 15.15
cdy? 000 VK i

Que denominaremos como:

dx; ~100-vic dX;
di=dxi= I A=Al =T o010 0y i d 15.16
dX3 ! | ﬂXJ 001 0 ! dx3 '
ey 000 VK i
4 . i )
Entdo temos dX=Adx dx'= A dx  dxt :-K—jdxl 15.17
j=1

k k
As derivadas parciais J]i—l do diferencial total dx* =J];(—,Id)<'| das componentes das coordenadas que se

)l
relacionam de acordo com Xk=Xk(X"), onde na matriz de transformagdo a@'=a'y, o radical vK'é
considerado constante é igual a:
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Quadro 11 derivadas parciais das componentes das coordenadas:

™)X (X g | X Xy [V
aw' ' | qx? qx 2 x?3 x4 ¢
oxe _0x% _ | X2 -0 x> _1 %2 -0 %> _
™ ooax' xR T e X
== | =0 | =0 Bo=1 | Do
ﬂXk _ ﬂX4 _ J]__ ﬂX4 =O ﬂX4 =O J]_ \/_

x' x| WX ®2 w3 X

O diferencial total das coordenadas na forma de matriz é igual a:

d  100v/c dx?

dx¥ _ 010 0 dx?2

o S001 0 4.3 15.18
JK' 4

cdx? 000 cdx

Que denominaremos como:

dx; . 100v/c dX;
dx=dxk= O p=pk=DC - 010 00 gy gyio X 15.19
dx® ax! dx®
i 000VK" cdyd
4 k
Entdo temos: dx=A'dX dx= Afdx' dx* :%]))z—,ldx" 15.20
1=1

Os Jacobianos das transformacgfes 15.15 e 15.18 séo:

ot x2x°x%) 010 0
J_ﬂxj_ﬂ(x1x2,><3><4) o1 o =K o
000 VK

100Vv/c
1.,2.,3.,4
y=M 1 o o x )—8(1,(1) O |=vk 15.22

A IxZx3x0) 000K

Onde VK = 1+—-2Vuxl 2.5), JK' = 1+—+2"“x (2.6) e VK A/K' =1 (1.23).

C

As matrizes de transformacdo A e A' também possuem as propriedades 15.11, 15.12, 15.13 e 15.14 das
matrizes & e a'.

Da funcéo f:f(xk):f':f'[x"(x" )] onde as coordenadas se relacionam na forma X"=X"(X") temos

ML U
ﬂX" ﬂXk i descrito como:
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ﬂf - ﬂf ﬂxk - ﬂf ﬂxl + ﬂf ﬂx2 + ﬂf ﬂx3 + ﬂf ﬂx4

X xkoixt o xtaxT o qixz xr o ixd IxTgxe xt

ﬂf — ﬂf ﬂxk - ﬂf ﬂxl + ﬂf ﬂxZ + ﬂf ﬂx3 + ﬂf ﬂx4
ixz o fixk ixz o Ixt Xz 9x2 Ixz o qixe Iz x4 fix2
ﬂf' - ﬂf ﬂxk - ﬂf ﬂxl + ﬂf ﬂx2 + ﬂf ﬂx3 + ﬂf ﬂx4
ix® o Ixk ixs o IixtIxe o fx2 Ixs o xs qixs x4 xe
T _ 9 ax« 97 pa , I7 qx2 , 7 qxe |, 97" qxe
x4 xk s Ixt x4 x2 Ixe o Ixs x4 ixs x4

Que na forma matricial e sem apresentar a fungéo / se torna:

s x* -0 ! -0 x*

ﬂxl ﬂx2 11x3 1])(4

™" LGOS G G
‘ﬂf:'n'n'n'n:'nﬂ'n'n'n><1 ﬂx211><3‘|1><4
' oximZmet sl et 15 SR SR

x? ﬂx2 11x3 ﬂx“

x* _ ™ g X* o - 1 vZ vux!?

e ZJ_ﬂxz w3 ot VK 2
Onde substituindo os itens abaixo:

"o v v
™t c2JK c?
™Ky v
w4 VK

™ _ o1 1 v2 vuxt _x4_ 1 1 V2 vuxt

AR = = 14¥ 4 = = + .22

®* JK T 2 P @ JK 2 P

Observacéo: esta ultima relacdo demonstra que o tempo varia de forma igual entre os referenciais.

Obtemos:
! -1 x? -0 x? -0 ™ _ v
! 'nxz 1]x'3 ﬂx“ \/?
x> -0 x2 -1 x2 =0 x2

7 _ 9 19 9 9 _ 99 9 9 W 'n><2 11><3 11><4

' owiZeEwt el ednd oy ™ 0 ™
ﬂx: 'nxz 11x3 ﬂx“ p
x*_ v _O‘HX -0 x*_ 1 1+¥-_wu
wl 2?2 w3 w4 JK c2 c2

Que é o conjunto 8.1 mais 8.3 do quadro 9, operadores diferenciais, na forma de matriz.

Da funcéo f'=f'( 'i)=f =f[x'i (Xj) onde as coordenadas se relacionam na forma X' =X" (Xj) temos

or W xt
ﬂXj ﬂX" 0 descrito como:
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T 07 ¢ _ 97 qxr, IF" g2 OF° qxs , F° qxs
it X x o xt xt o x2 xE o xE e x4 X
17 _ 'ﬂf Ixi _ 'ﬂ/j' X1, 'ﬂ/"' Ix2 . 'ﬂ/f' Ixs . 'ﬂlf' x4
fixz I Ixz o Ixt Ix2z o fxz x2 o IxE x2 o x4 e
ﬂfl - ﬂf' ﬂx'i - ﬂfl ﬂx'l + ﬂf' ﬂx'Z + ﬂf' ﬂx'3 + ﬂf' ﬂx'4
e X I IxTaxe Ixz Ixe IxE e x4 xe
ﬂf' - ﬂf' ﬂx'i - ﬂf' ﬂx'l + ﬂf' ﬂx'Z + ﬂf' ﬂx'3 + ﬂf' ﬂx'4
x4 X oxs Ixt Oxs Ixz x4 s xs x4 x4

Que na forma matricial e sem apresentar a fungéo / se torna:

1 1 1 l
X o, o W_ow_

‘ﬂx ‘ﬂx ‘ﬂx ‘I]x

w®? x _1ﬂ>< _Oﬂx2 -0
'"f": 1T 779 _ 997 9 9 ﬂX3 ﬂX3 ‘I]X3 ‘I]X3
xSt it Xy WX _gWXC XU,

'I]xl 'I]x2 ‘ﬂx3 ‘ﬂx4

®4_ -v 'n><4 Oﬂx'4_oﬂx4 1 .,v2 vux
w c2VK 2 e o VK c? 2

Onde substituindo os itens abaixo:

W=

-~V
i JK'

ﬂx CZ\/E c

™o 1 v v 1 vE vux!

ot JK T 2 2 11)(4 JK* c2 c?

Observacéao: esta ultima relacdo demonstra que o tempo varia de forma igual entre os referenciais.

™o v v
2

Obtemos:

™, 1])(1_0 'nxl 01])(1 v
! w2 o VK
2 2 2 2
, oz B o WX 0
7_ 99179 _ 17 17T 9 7 W™ ™ e ot

oGt wliexleewd P, P wi_, WP

x? ﬂx2 w o ow
4 4 4 2 i1
w®4 _-v ‘ﬂ oMt oMt 1 v2 vux

Que é o conjunto 8.2 mais 8.4 do quadro 9, operadores diferenciais, na forma de matriz.

Aplicando 8.5 em 8.3 e em 8.4 simplificamos estas equagfes na forma seguinte:
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Quadro 9B, operadores diferenciais com as equacdes 8.3 e 8.4 simplificadas:

ﬂ = ﬂ + v ﬂ i:i_ V'

axt ot c? it 8.1 ot 9xl cZax? 8.2

| T_1

™2 %2 8.11 | qx2 qx2 8.2.1

T -1 -1

w3 e 8.1.2 | 3 3 8.2.2

1 _ T A e -1

ox? et 8.3B | cfx* o 8.4B
1 i1

il-l- U); ﬂ4 =zero 85 il+%:zero 85

Ix~ ¢ X X c® X

O quadro 9B, na forma matricial fica:

1
Tr 79 -9 _7T97¢°7T-9 8
w2 ext ot

10
1T 179797 -9_ 97T 17 9 -1 8%
e e ex® kxS ox /1co

As matrizes quadradas das transformacdes acima séo as transpostas das matrizes A e A'.

No referencial do observador O o diferencial total

ot T

Invariancia do Diferencial Total

ﬂfdx+ﬂfdx +ﬂfdx +ﬂf
|

X1 ‘ﬂx ‘ﬂx ‘ﬂx4

d4

de uma funcéo f(Xk) € igual a:

ww 9 1 97

‘ﬂx ‘ﬂx ‘ﬂx c‘ﬂx

15.23

15.24

15.25

Onde as coordenadas se relacionam com as do referencial do observador O’ de acordo com XK =xk (X" )

Substituindo as transformacdes 15.24 e 15.18 e sem apresentar a funcdo / obtemos:

‘I]f

T 17 7 1

df = k=

‘I]xk x1ax2 xS cx

100vie & 99 Ve
010 0 _ o 01 0
001 0 ~ Ay
000/K' -V/cO01+ 52
cdx

100v/c dxt
010 0 gx?
001 0 43

000VK" g4

Resultado que pode ser dividido em duas matrizes:
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1 00 V/c 0 00 V/c

0 10 O 1000 0 00 O

0 01 O :8828+ 0 00 O 15.28
vdx ! vdx?!

-Vv/c001+5=2 0001 -v/c00-5=-
cedx cedx

0 00 vVvl/c dx?!

o« 1 1 9 1 0100, 9 98 §  &x?
= = 0O 00 O

0001 V/c00 4

c?dx*  cdx

0 00 Vv/c dx®
0 00 O 5
T 17 9 1 0O 00 O dx :\/ ﬂd){*‘\/ﬂd)(‘l Z\/dX ﬂdX4
xlax2 xS omx vdx ! d><3 c? ol c? dx4 x4
-V/c00-="70 c2dx cdx?
dx

Onde aplicando 8.5 obtemos:

1
VoI gwlay - LA T g4y 2v'd>< T_ax4=zero

c? x4 c? dx® ¢ * c? dx4 x4

Entao temos:

0 00 V/c dx !
0 00 O 5
r 7 9 79 0 00 O dX3 =zero 15.30
wlax2 xS onx? vdxt dx
-V/c00-28x
c2dx 4 cdx?

Com esse resultado obtemos em 15.29 a invariancia do diferencial total:

1
L 17 1 1 1 0100 SXZ 7
1 X I p
df = _qxk = =g =qr 15.31
o T W w3 o 205 @3 !
cdx

No referencial do observador O’ o diferencial total de uma funcéo f(x'i ) é igual a:

dx?®

" 1 " 1 1 2

'nx' 'nx ﬂx’2 ﬂx3 'nx“ L2 ax s cx? d><4
cdx

Onde as coordenadas se relacionam com as do referencial do observador O de acordo com X'=X" (Xj )
substituindo as transformagdes 15.23 e 15.15 e sem apresentar a funcéo / obtemos:

1000 100-vc dx

7 i 9 9 9 ¢ 0100 010 0 dx?
dx'= 0010 001 0 g 15.33

dfi=_— Teu? oud e d
LS A e c00VK 000 VK

cdx?
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O produto das matrizes do meio fornece:

1000 100-vic 4§99 ~ye
0100 010 0O _ 01 0
0010 0010 = oyl 15.34
v/c00VK 000K  Vv/ic001- 5=
c“dx
Resultado que pode ser dividido em duas matrizes:
1 00 -vic 0 00 -vlc
0e & s gge b
1 =
2vdxt 0010 * 2vdxt 1535
v/c001- >4 0001 /c00 - >4
codx c“dx
Que aplicadas no diferencial total fornece:
0 00 -v/c
0 1000 0 00 0 SX;
— i- 1T 9 1 1 0100 ., 000 O X
df_ﬂxi dx = D T2 T o 0010 T dd 08 15.36
0001 v/c0O0- >4 e
cldx* COX
Efetuando as operacdes do segundo termo encontramos:
0 00 -vlc 1
19 1 1 000 o SXZ VoI gt T gyt v g
000 O X, = dx - v——dx" - dx
xt x2 %3 cx v/c00- vdd A 2 g x? c? dx* x*
c2dy?  CdX
Onde aplicando 8.5 obtemos:
1 1
udxl—v S ldx dx?- vdx dx*=zero
c? x* c? dx* x* c? dx* x*
Entdo temos:
0 00 -v/c 1
000 o 9
ﬂl ﬂz 1]3 ﬂ4 000 O dx3 =zero 15.37
X+ x= x> cfix 2vdxt  dXx
v/c0O - 4
2yt cdX
Com esse resultado obtemos em 15.36 a invariancia do diferencial total:
1
o 1000 &
dr=algyi= L1 T 0100 ax W 4y 15.38
' ™ eix* 5001 dx4 x!
cdx
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Invariancia da Equacédo de Onda

A equacédo de onda para o observador O € igual a:

1‘|’1
1000 _1I
NE R AN AN A A U AN I O B 0100 g
2 2 2 2 2 2 2 1 qy2 qy3 ~yd
¢ ‘ﬂ(x“) ﬂ(xl) ﬂ(xz) ‘ﬂ(x3) c ﬂ(x4 ™A I X 500-1 ﬂi:;)
X
1
C‘I]x4
Onde aplicando 15.24 e a transposta de 15.24 temos:
T
1
1000 49500 100 Y E
L I7 99 1 9 §g7 0 0100 o195 92
czﬂ(x4)2 W23 -V ook 0oo-y 001 0 T
c 000vVK" ‘ﬂ>§13
cx 4
O produto das trés matrizes do meio fornece:
1000 ;0900 100-Y 100 =¥
010 0 5100 C 510 ©
9019 0010 9378 T 001 0
c 00+vK"'" 000-1 000K %00_1-2\921)('1
Resultado que pode ser dividido em duas matrizes:
100 ¥ 000 ¥
C 1000 c
0 10 0 0100 0 00 0
001 0 1‘0010+000 0l
ioo_l-Z\/U'X' 000-1 iOO-Z\/U'X'
c CZ C2
Que aplicadas na equacéo de onda fornece:
ik
000 ¥ it
L 9% _ 4 1 % 1 0100, 000 O o
N2f- = + X
2 2 lew2awd qud 0010 7 000 O
ylef  mimEmIent 050 -V oo 2Vux? %
c 2 L
c 1
cTx 4

Efetuando as operacdes do segundo termo encontramos:
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=

1
000 v W
c 1
1.9 1 91 999 O w2 _ v 1 1 v 1 1 2vux! §°
<072 M
cTx 4
Fazendo as operacdes obtemos:
v 1 7 2vuxt ¢?
cZxiax? 2 ¢? ‘ﬂ(x"‘)z
Onde aplicando 8.5 temos:
v uxt ¢ 1 vux' 12 _
2 c? w4t ¢? P ."(x4)2
Entéo temos:
1
1
000 ¥ ﬂiﬁ
: 2
0 00 0
ﬂl ﬂz ﬂ3 ﬂ4 0 00 0 ﬂ)% =zero 15.44
X~ X~ X~ cfX Vv wvuxl T3
vV po: ux TIX'S
cfx 4

Com esse resultado obtemos em 15.43 a invariancia da equacado de onda:

1
!
1 9% _ 1.9 1 1 0100 - 1 1%
< 2 _ - ﬂx :~2 -
Mx 000-1 ﬂx,_g fix
1
cTx 4
A equacéo de onda para o observador O’ é igual a:
1
!
1000 T
Repo L T _ 9P L 0r 9 1 1M _ 9 1 1 1 0100 fx2 _, 15 46
2ol 2R 1) 22 3R 2alo4P  qxl w2 qx 3 o 0010 1 '
X Tx X Tix %S 000-1 W
1
x4
Onde aplicando 15.23 e a transposta de 15.23 temos:
1
100 0 v e
1000 100 = 1
. 2p 010 O C 2
e A - 1111 0010 9199 010 0 fx 15.47
c ﬂ(x"r) X=X x° cx™ v ) 1 1
200K 000-1 000VK ﬂ>ﬁ3
c‘ﬂx4

O produto das trés matrizes do meio fornece:
49/132



Vv
100 0 1900 100 Y 100 ¢
010 O 010 0 C 010 0
0010 9399 0100 =951 o0 15.48
VooJK 000-1 0010 ovuxt
c 000VK 00-1+27

Resultado que pode ser dividido em duas matrizes:

100 Y 0oo Y
010 8 10079 000 8
~0100
001 O =pp10 Y000 O 15.49
¥00_1+2VUX1 000-1 !OOZVUXJ'
c c? c c2
Que aplicadas na equacéo de onda fornece:
i
1
ooo ¥ T
1 1% 799 9 1 5999 000 0 o2
G2 - 0100 1
N=7 2 4)2" ot x2 3 ot 0010 *000 0 q 15.50
fix 000-1 v,n2wud o3
=00 1
cnx?
Efetuando as operacdes do segundo termo encontramos:
1
000 ¥ W
c _
1.9 1 9 999 0 g _v 1 f,vy 1, 2vuxt 92
1qy2 qy3 ~a 4 i214214224)2
X x= X cfix 3002vux1 0 X X" c“" X X" c”c ‘H(x
x*
Fazendo as operacdes obtemos:
> 1 1 ,2vuxt 1?
¢t x* c? ¢? ﬂ(x4)2
Onde aplicando 8.5 temos:
&(—uxl 1 \‘H 2vuxt 2 _
+ =zero
c2\ c2 x4 /x4 c2 c2 ﬂ(X“)Z
Ent&o temos:
T
000 ¥
c _T
2
191 1880 o ™ =zero 15.51
x? ‘ﬂx2 ‘|Tx3 cnx? 1
v 2vuxt 3
=00 > ix
¢ S
*

Entdo em 15.50 temos a invariancia da equacdo de onda:
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q2r 1000 5 2
R2p. 4 -1 1 1 1 0100 g —f2p. L _T°7
Cz‘ﬂx“)z " 0 e ggg-1 ﬂxig CZ‘H(X4)2

1

c‘ﬂx4

Invariancia das equacdes 8.5 de propagacéo linear

Substituindo 2.4, 8.2, 8.4B em 8.5 obtemos:

TLwe -1 v T 1UxX) o g
ﬂXl-'-C2 x4 X2 021])('4+Cz JK' ‘/?ﬂ)("‘ Z€ero

Fazendo as operacdes obtemos:

T T_T v 1 ,uxt 1.V 1 —2ero0
™ c2 x4 Xt c2q X4 c? x4 c2qx+4

Que simplificada fornece a invariancia da equacgéo 8.5:

 f X1
%TJ'%Z 1&4 ﬂ31+uc2 ﬂlh—zero

Substituindo 2.3, 8.1, 8.3B em 8.5 obtemos

T uxt C_T.v . 1ev) —q_
Wi ez X4 Pd c2ixt c2 JK R'ﬂx“ Zero

Fazendo as operacdes obtemos:

T,uxt 1 -1, ,v T, w1 v _,
Xt c2 x4 qxt c2q x4 c2 x*4 c2 x4

Que simplificada fornece a invaridncia da equacéo 8.5:

uxt 1 -1 ,we T ser
X1 c2 x4 qxt c2 x4

O quadro 4 em forma de matrizes se torna:

1 1
PX" 100-vic PX
p){z _010 O px2
pxg - 001 O pX3
E'/c 000 VK E/c

1 1
PX" 100v/c PX
px2 _ 010 O p){2
pX3 - 001 0 pX3
E/c OOOR E'/c
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O quadro 6 em forma de matrizes se torna:

J'x; 100- v/c Jx;
Ix2 _ 010 O IX
yx3 0010 43
o 000VK G

Mt 100v/ic Jx?t
JX2 _ 010 O J'X'2
@ 0010 s
o 000VK' g

Invaridncia da Equacéo de continuidade

A equacdo de continuidade para o observador O é igu  al a:

Ixt
RIS, S G S N O [ O
NG I VI VG ORI NVl K GRNE. | N

Cr
Onde substituindo 15.24 e 15.56 obtemos:
1 00 0 100v/c Jx?
N ds TT I 1 8300 8100 et e
B O yjco0Vk 000K Tk

O produto das matrizes de transformacéo ja foi obtido em 15.27 e 15.28 com isso:

vic

0 00 1
1000 0 00 O J'X
g+ - 7 1 7 9 0100, 0 00 0O  Jx?
’ 'ﬂx4 ﬂxlﬂxzﬂx3cﬂx4 0010 wvuxl  Jx3
0001 -v/c00-27 o
C

Efetuando as operacdes do segundo termo obtemos:

00 Vic .1

00 o IX 1 , Lo

00 0  Jx2_ Vv Ix VI vux® Ir

o 2uxt Ix3 et ot o x4
C2 cr'

0
0
T 1.7 % o
-V

1 g2 qrs 3 4
X~ X “ X~ e /c0

Aonde substituindo JX1=r'UX?! e 8.5 obtemos:

vux: 1 (uw q ) ovux: Ir _
ez ﬂx4+v'- o2 ﬂx4r+ o2 ﬂw—zero

Entdo temos:

0 00 Vic . .1
0 00 0 IXU
ﬂl 1]2 ‘"3 ‘"4 0 00 0 IX,=zero
X=X < X clX -v/c00 ZV'U'ZX' J(':);'I
c

Com esse resultado obtemos em 15.59 a invariancia da equacao de continuidade:
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Jxl

1000 ) ,
o+ = T 91 0100 gx? gy, T 15.61
ox*  lox? xS cx? J'X x4
0001 .

A equacéo de continuidade para o observador O’ éig  ual a:

Jxl
N.J'+ﬂ'—"”'X'1+"”'X'2+'"J'X'3+ﬂ =T 1T 1 T Ix? g6 15.62
w* ol w2 o ot el w2 axed ot Jxd

cr'
Onde substituindo 15.23 e 15.55 temos:
. 1000 100-v/c Jx;
N.J'+‘"1‘4: ﬂﬂlﬂjzﬂj3cﬂ14 0390 0lo 90 I, =zer0 15.63
v/ic00VK 000K o

O produto das matrizes de transformacao ja foi obtido em 15.34 e 15.35 por isso temos:

0 00 -v/c

, 1000 000 O axt

e - T 1 7 9 8%98* 000 O ng 15.64
‘Hx'4 ﬂxl ‘sz ﬂx3 cﬂx4 vuxt X
0001 v/cOO-C— cr

Efetuando as operacdes do segundo termo obtemos:

380 4° a0
9 1T 9 9 o000 O 12 _ v It ViIr 2vuxt 17

! 1]x2 ‘Hx3 cnx? v/c00 - 2wt I _cz ™t oot c? x4

C2 cr

Aonde substituindo JXt=ruxt e 8.5 obtemos:

vux Tr v(— uxt )r- 2vuxt Tr

c2z qx4 c2 x4 c? ﬂx4:zero
Entdo temos:
0 00 -v/c 1
000 0 9%
ﬂl 1]2 ﬂ3 ﬂ4 0 00 Oxl JX3 =zero 15.65
Ix™ x“ X cx v/cOO-ZV% %);
c

Com esse resultado obtemos em 15.64 a invariancia da equacao de continuidade:

1 7.7 7 19 % 7 8 8 2 1
~o _ 1 JX &
N.J + = =NJ+— 15.66
x4t ax? a3 ox? 8 8 (1)(1) 'S w*
cr
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Invariancia do elemento diferencial de linha:

Que para o observador O se escreve como:

(69—l 2 oo P- o P [ 0@ @ ca] 9108 0e 1567
000

10

2 14y24y3 4 01
(ds)? =|dx dx?dx3cdx*| 0 0
Yo

15.68

O produto das trés matrizes central fornece:

15.69

O OO

;‘ coo

o|l<oor
O Oro

15.70

coon|<

- vdx?!
c2dx?

Que aplicadas no elemento diferencial de linha fornece:

\
000 < dx !
0

0
2

(ds)2:[d><1d><2d><3cdx48 0 +398 dx 15.71

1

* 000 O 3
0 dx

1
v 0 oﬂ cdx?
c cZdx?

[EEN
oopRr o
(e} lele)

Efetuando as operacdes do segundo termo encontramos:

000 dx 2

2 Logy? 1
dx L 2dx 3cd?| S 00 3?3 :M +cdx %dxl-z‘Z’TdX‘lcdx“ =zero
c” dX

1
looﬂ cdx?
c c? dx*4

ocoo|<

Entdo temos:
000

2
dxtdx 2dx 3cdx? 888 0 3;:3 =zero 15.72
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Com esse resultado obtemos em 15.71 a invariancia do elemento diferencial de linha:

1
1000 X7 , , , ,
(092 =lenc i 2ax S 0010 o3 =lax P+ 2 +{e3f - oo P =(as)? 15.73
000-1 cdx?
Para o observador O’ o elemento diferencial de linh  a se escreve como:
1
, , , , 1000 X7
(s 2=l P olax2 f+{oe3f - oot P = [dxldx2 dx® cax?] 9399 g§3 15.74
000-1 cdx?
Onde substituindo 15.15 e a transposta de 15.15 temos:
1000 1590 1002V dx
2 2. 3.4 8290 0100 ¢
(dg)?=|dxtdx®dx3cdx*| 0 01 O 010 0 15.75
0010 dx3
“Voo4K 000-1 901 O @)
c 000VK cdx
O produto das trés matrizes central fornece:
) 100 Y
1000 40090 1002V C
010 O 010 0 c 0 10 0
0010 pp1o0 8(1)(1) 8 = 001 0 15.76
-V
s 00VK 000-1 000JK -_v00_1+2;/dx£11
¢ cdx
Resultado que pode ser dividido em duas matrizes
100 Y 000 Y
0 10 8 (1)088 0 00 8
_01
001 0 =0010 Y 000 O 15.77
c c?dx? c c?dx?
Que aplicadas no elemento diferencial de linha fornece:
000 Y 1
8990 000 & ae
2 _| o1y 2 v 3emnd| 01 X
(ds) _[dx ddx’cd*| G579 * 000 0 03 15.78
000-1 Voo 2vdxt cdy?
c c?dx?
Efetuando as operacdes do segundo termo encontramos:
000 Y 1
g % 4 1
dxtdx?dx3edx* 8 88 8 gx3 :M +cdxt '—Cvdx1+2VdX cdx* =zero
1 OX c” dx
Voo 2O ooyt
¢ c” dx

Entao temos:
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-V
099 % ad
dxtdx?dxedxt 8 88 8 g;@, =zero 15.79
1
Voo X ooyt
¢ cdx

Com esse resultado obtemos em 15.78 a invariancia do elemento diferencial de linha:

1000
2 2 2 2 2
(s =l aadead 0010 o i P el f +l - (et f=(as? 15.80
000-1 14

No §7 como conseqiiéncia de 5.3 obtivemos a invariancia de EU=E'U' onde agora aplicando 7.3.1, 7.3.2,
7.4.1, 7.4.2 e as formulas de transformac&o de velocidade do quadro 2 obtemos novas relagées entre EX e
E'X distintas de 7.3 e 7.4 e com elas reescrevemos o quadro 7 na forma abaixo:

Quadro 7B
1- v 7.3B 1+ 7.4B
ux u'x
E'y'=EyJK 731 | EY=EYVK 7.4.1
E'z=EzVK 732 | EZ=E'ZVK 7.42
B'x'= Bx 7.5 Bx=B'x' 7.6
1 | - V — 1 1 V' 1 1
BY=BytZB2 1751 |BYSBY-5EZ 1561
] " V — 1 1 VI 1 1
B'z'=Bz C—zEy 752 Bz=B'z +?E y 76.2
_UX Coa_ ux
By=- 2 FE2 79 | BYS-ZFEZ 40
—_ UX 1 [ - u' XI 1 1
Bz= 2By 791 | BZ="2 Y 7.10.1
IR PR A
ux - u'x

Com os quadros 7B e 9B obteremos a invariancia de todas as equacdes de Maxwell.
Invariancia da lei de Gauss para o campo elétrico:

fEX JEY IEZ _r
® Y 2 e

8.14

Onde aplicando os quadros 6, 7B e 9B obtemos:

1,v T BExK  IEWK EzK _rJK

% ¢t (-v/ux) Ty 1z &

Onde simplificando e substituindo 8.5 obtemos:
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1,,-11 Ex _ TEy_ Ez_

.
%  uxfx (A-viu) Ty 9z e,

Que reordenada fornece:

™ ux @-viu) Ty Tz e

ﬂ 1 v EX +ﬂEy+EZ:L

Que simplificada fornece a invariancia da lei de Gauss para o campo elétrico.
Invariancia da lei de Gauss para o campo magnético:

1B X +ﬂB'y' N 1Bz
fix Ty 1z

= zero 8.16

Onde aplicando os quadros 7B e 9B obtemos:

1 +l1 Bx+1 By+—Ez +1 Bz- —Ey =0

Ix c? 1t My c? 9z c?

Que reordenada fornece:

‘ﬂBx+‘ﬂBy+‘ﬂBz+l fEz ‘HEy+‘HBx
™ fy Tz ¢ Ty Tz 1t

=0

Onde o termo entre paréntese é a lei de Faraday — Henry (8.19) que é igual a zero por isso obtemos a
invariancia da lei de Gauss para 0 campo magnético.

Invariancia da lei de Faraday - Henry:

fEYy fEX_ 1BZ
fix iy it

8.18

Onde aplicando os quadros 7B e 9B obtemos:

1,V T_ExK T g, v
‘ﬂx+2‘ﬂt EyK - ‘ﬂy(l-v/ux) \/_ 52 Ey

Que simplificada e multiplicada por (1- V/UX) obtemos:

Onde fazendo os produtos e substituindo 7.9.1 obtemos:

ﬂEy- 1TEX:- ﬂBZ+l @+%@
> Ty Mt ux Tx c* 1t

Como o termo dentro do paréntese é a equacao 8.5 que € igual a zero entdo obtemos a invariancia da lei de
Faraday — Henry.
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Invariancia da lei de Faraday - Henry:

1Ez JEy _ TBX
Ty fz fit

Onde aplicando os quadros 7B e 9B obtemos:
Tk T =
iy

Que simplificada fornece a invariancia da lei de Faraday — Henry.

Invariancia da lei de Faraday - Henry:

IEX EZ_ TBY
7z % @1

Onde aplicando os quadros 7B e 9B obtemos:

1 B/K 1
Tz (1- v/ ux) ‘ﬂx+c2 tEZ\/?_ \/_ By+ =2

Que simplificada e multiplicada por (1- V/UX) obtemos:

Ex ‘HE21V v‘HEzlv_‘ﬂBylv l‘ﬂ_Ez1

z ux ¢ Tt ux It ux ¢ Tt
Que simplificando e fazendo as operacdes obtemos:

‘HEX_‘HEZ ‘HBy v Ez ‘HBy

1z Ix it ux fx 9t

Onde aplicando 7.9 obtemos:

TEx_fEz__fBy v fEz, uxfEz
1z I ft ux fx c® Mt

8.20

8.22

\'

ux

Como o termo dentro do paréntese é a equagédo 8.5 que € igual a zero entdo obtemos a invaridncia da lei

de Faraday — Henry.

Invariancia da lei de Ampere - Maxwell:

|y BxX_ =
LA JZ+em=~%
"y T g

Onde aplicando os quadros 6, 7B e 9B obtemos:
\)
1+—1 By+—Ez - ﬂﬂ— /7ng+60/73\/_ EZ\/_
c?

Que simplificando e fazendo as operacdes obtemos:

58/132

8.24



1By fBx vomTEz 1Vv°TEz 1 2vuxfEz_ v fEz_ v 1By 1V’ fEz
> Ty ft c?c® Mt c®c® ft c® fx c® f c?c?

Onde simplificando e aplicando 7.9 obtemos:

™ Ty ft c*>c* Mt c® Ix c* c* 1t

By 9Bx fEz inux‘ﬂEz_l‘ﬂEz v -ux‘ﬂ_Ez
2 2 2

By 19Bx fEz v ux ‘ﬂEz ‘HEz
a7 27 = J a4 - /7
x Ty ozt Gl Mt c® c® it I

Como o termo dentro do paréntese € a equacao 8.5 que é igual a zero entdo obtemos a invariancia da lei de
Ampere - Maxwell:

Invariancia da lei de Ampere - Maxwell:

18z By _ 1E' X
J'X+e _— 8.26
YRR "R L ™

Onde aplicando os quadros 6, 7B e 9B obtemos:

T T 1 Ex/K
L Bz- LEy - - By+—Ez = m(dx-
v oo 1z YT = m( N)+e°n8\/_‘ﬂt (@-viux)

Fazendo as operacdes obtemos:

2
EZ_E/_ Ixa L \% ‘ﬂEy ‘ﬂEz ngc r +em 1+v__ 2vux JEX 1

v 1z cc Iy 1z ¢ ¢t (1- v/ux)
Substituindo no primeiro paréntese a lei Gauss e multiplicando por (1- v/ UX) obtemos:

1Bz TBy_
Ty 1z

_ 1Ex, v 9Bz_fBy _VviEx, vz 19Ex . 1v2iEx 1 2vuxfEx
It €y My it ux Yy 9z X c2 fx c2 uxfx c2c2 Mt c2z cz Tt

Onde substituindo JX= rux, 7.9.1, 7.9 e 8.5 obtemos:

TEx, v ux‘ﬂEy uxfEz. v fEx V¥ -1YEx N 1v? fEx 1 2vuxfEx

Iz M—nng+eong mrux - +—
v Iz ft ux ¢y c® 1z cx ¢ c® Mt c?c®ft ¢ c?

Que simplificada fornece:

8z WBY_ s e m TEX, v TEY TEZ o v EX L 2vuxfEX
v 1z m c Ty 1z cc x ¢ c° 1t
Substituindo no primeiro paréntese a lei Gauss obtemos:

1Bz E’—ng\]x Q%E(_l@_lzﬂEx_izZVgx‘ﬂEx

‘ITy‘IT ftt ¢ fx ¢ Mx c* c® 1t

Que reordenada fica:
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Bz 9By _ TEx 2v EXx uxEX
— . = =m] —_ =/ =21
v 9z X G/ ft c? fx s Tt

Como o termo dentro do paréntese € a equacao 8.5 que € igual a zero entdo obtemos a invariancia da lei
de Ampeére - Maxwell:

Invariancia da lei de Ampere - Maxwell:

BX BZ _ . 1E'Y
T mJ y+eong—ﬂtl 8.28

Onde aplicando os quadros 6, 7B e 9B obtemos:

Bx ¥ Vv I v 1
WX T,V g YEy = mVK - EyWK
1z ‘ﬂx+c2 1t z c? y W+ & qt ¥

Fazendo as operacdes obtemos:

fBx 1Bz ‘ﬂEy+iv_2‘ﬂEy_ 1 2vuxfEy v TEy, v 1Bz_ 1 v IEy

T = J+ /-7
Tz 1 Y™ Eom Mt c®c® Mt c®2c® M c2x c* Mt c?c?

Onde simplificando e aplicando 7.9.1 obtemos:

Bx 9Bz fEy 1 2vuxfEy Vv YEy Vv uxfiEy
- = Jv+ [— - 4+ 7
1z Tx Y™ Eom it c2 c® ft c2 x c? c? qt

Que reordenada fica:

Bx 9Bz fEy v uxiky 9SEy
o T = J 47 1177 4L 77
1z Tx BT €/ it c? c® ft ¥ X

Como o termo dentro do paréntese é a equagédo 8.5 que € igual a zero entdo obtemos a invariancia da lei
de Ampeére - Maxwell:

Invariancia da lei de Gauss para o campo elétricos  em carga elétrica:

IE' X +ﬂE'y' +ﬂE'Z
X Ty z

= zero 8.30

Onde aplicando os quadros 7B e 9B obtemos:

T vi ExK  TEWK  Ez/K
—t—— + + = zero
™ M (1-viux) Ty 1z

Onde simplificando e substituindo 8.5 obtemos:
1,10 Ex  TEy Ez_ .

X ux gix (1-v/ux) v 9z
Que reordenada fornece:

T,V Ex & .E2_ e

ﬁ ux (1-v/ux) v 9z

Que simplificada fornece a lei de Gauss para o campo elétrico sem carga elétrica.
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Invariancia da lei de Ampeére — Maxwell sem carga el  étrica:

By Bx_, €2 2.0
ix iy it

Onde aplicando os quadros 7B e 9B obtemos:

1+l1 By + —Ez-@(—eong\/_ﬂEz\/_
x c? 1t c? Ty

Fazendo as operagdes obtemos:

\%
> Ty qt 02 At 2 Tt X ¢t ccd
Onde simplificando e aplicando 7.9 obtemos:

By fBx_,  TEZ, 1 1VviiEz 1 2vuxfEz_

fix ‘ﬂyoﬂtczcz‘ﬂtcﬂxccz‘ﬂt

‘ﬂBy 1Bx _ fEz 1 2vux9Ez v fEz v - ux fEz
2 2

Que reordenada fica:

‘ﬂBy Bx _ fEz Vv ux‘HEz ‘HEz

™ Ty /78‘",[ c®> ¢ It I

Como o termo dentro do paréntese € a equacao 8.5 que € igual a zero entdo obtemos a invariancia da lei
de Ampeére — Maxwell sem carga elétrica:

Invariancia da lei de Ampére — Maxwell sem carga el  étrica:

18z fBY __  fEX

= 8.42
v o1z o

Onde aplicando os quadros 7B e 9B obtemos:

al Bz-—Ey 1 By+—Ez —eongx/_ﬂ Ex/K

Ty c? 1z Tt (1- v/ ux)

Fazendo as operacdes obtemos:

2
Bz fBY Vv fEY_TEZ +en81+v_2_2vux fEx 1

v 2 ¢ Iy 1z ¢ ¢ it (-v/ux

Substituindo no primeiro paréntese a lei Gauss sem carga elétrica e multiplicando por (1- v/ UX) obtemos:

1Bz 1By_, ,YEx, v fBz fBy v {Ex vz 1fEx  1v2fEx 1 2vuxyEx
v Mz 2°9q ux fy 9z c2fx c2 uxfx c2c2 ft c2 c2 Tt

Onde substituindo 7.9, 7.9.1 e 8.5 obtemos:
1Bz 1By_, ,TEx v uxfBy uxfEz v fEx,v2 -11Ex , 1v?fEx 1 2vuxyEx
vy 9z ©°q uxc2fy c29z c29x c2c2ft c2c2 Tt c2 c2 Tt

Que simplificada fornece:
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Bz 9By Ex v ‘ﬂEy+‘ﬂEz _ Vv Ex 1 2vux{Ex

ﬂ—y-ﬂ=eong 1t +? vy Yz c® fx c* c* 1t

Substituindo no primeiro paréntese a lei Gauss sem carga elétrica obtemos:

v 1z o7 Tt ¢ X c2 Jx c2 c Tt

1Bz 1IBy _ _e Ex v fEx v fEX 1 2vuxiEx

Que reordenada fica:

Bz 1By _ Ex 2v ‘ITEx ux TEXx
—=mJ —_ =/ =21
v 1z XT €l Tt c® c2 qt

Como o termo dentro do paréntese é a equacao 8.5 que € igual a zero entdo obtemos a invariancia da lei de
Ampére — Maxwell sem carga elétrica:

Invariancia da lei de Ampeére — Maxwell sem carga el  étrica:
Bx 9YBZ _ TE'Y
I R vl e
)[4 X it
Onde aplicando os quadros 7B e 9B obtemos:

Bx T v I v 1
22 L2 g Ly = K — EyW/K
z Tx ¥ c? qt z c? 4 eongx/_ qit WK

8.44

Fazendo as operacdes obtemos:

E(_ 1Bz _ ‘HEy 1 v ‘ﬂEy 1 2vux‘ﬂEy \Y ‘HEy+l‘ﬂBz 1 V2 TEy

1z W_ena‘ﬂt c2cZ ft ¢ ¢ ft c2 x c2 ft cic? |t

Onde simplificando e aplicando 7.9.1 obtemos:

‘HBX 1Bz _ —e ‘HEy_inux‘ﬂEy_l‘ﬂEy_Fl %@

z ™ °°q c2c® Mt c®fx c? ct

Que reordenada fica:

Bx ‘HBZ_‘9 fEy v ux‘HEy ‘HEy
z Tx L ft c? c2 it I

Como o termo dentro do paréntese é a equagédo 8.5 que € igual a zero entdo obtemos a invariancia da lei
de Ampére — Maxwell sem carga elétrica:

815 Invariancia (continuacao)
Uma funcéo f (q) =f (kr - Wt) 2.19
Onde a fase ¢ igual a g = (kr - wt) 15.81

Para representar um movimento ondulatério que propaga em uma dire¢do arbitraria deve satisfazer a
equacao de onda por isso temos:
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2 2 4 2 2 2
rLZ 3r - (X ty tz ) ﬂf(q)+k_2(xz+y2+zz)ﬂ f(zq)_

r 9 r g g

2

2

= Zero 15.82

Que ndo atende a equacéo de onda porque os dois Ultimos termos se anulam mais o primeiro néo.

Para contornar este problema reformulemos a fase g da funcéo da forma seguinte.

Um vetor unitario como

n =cosfi +cosaj +cosbk 15.83
X_ X z_z

onde COS =—=—, cosa =X:X, cosh=—=— 15.84
r ct r ct r ct

tem 0 modulo igual a N =|n|=+/nn =4/cos’f +cos’a +cos’ b =1. 15.85

Fazendo o produto

2 2 2 2
nR:(cosfi +Ccosgj +cosbk).(xi +yj +zk)=cosfx+c09y+cosbz:u=r—:r 15.86
r r

obtemos I = NR = cosfx+cosay + cosbz que aplicado na fase g fornece uma nova fase
F = (kr- Wt)=(knR- vvt)=(kcosfx+kcosay+ kcosbz- wt) 15.87

com o mesmo significado da fase anterior g=F .
- w - .
Substituindo r = NR =cosfXx+cosay +cosbz e k=— na fase g multiplicada por —1 obtemos também
c

uma outra fase na forma

r cosfx+cosay +cosbz
F=(2)(kr-wt)=(wt- kr)= wt-— = wt- y 15.88
Cc (o
com o mesmo significado da fase anterior (- 1)6/ =F.
E assim podemos escrever uma nova fungcdo como:
cos’x+cosay+cosbz
f(F)=f wt- y 15.89
C
Que substituida na equacgéo de onda com os co-senos diretores considerados constantes fornece:
2 2 2 2 2 2 2 2
f(F)w f(F)w f(F)w f(F)w
."—(2)—2cos2 f +ﬂ—(2)—2cosza +."—(2)—2cos2 b- ﬂ—(z)—z = zero 15.90
F? ¢ F? ¢ F? ¢ TF* c

gue simplificada atende a equacéo de onda.

O resultado positivo da fase F na equacdo de onda é conseqiiéncia exclusiva dos co-senos diretores
serem constantes nas derivadas parciais, demonstrando que a equacédo de onda exige que a propagacao
tenha uma direcéo fixa no espaco (onda plana).

Para o observador O uma fonte situada na origem do seu referencial, produz em um ponto A aleatério

situado a distancia r =ct=4/ x? +y2 +27° da origem, um campo elétrico E descrito por:
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E=Ex +Eyj + EX 15.91

Onde as componentes séo descritas como:

Ex=E,,.f(F)
Ey=E,.f(F) 15.92
Ez=E,.f(F)

Que aplicadas em E fornece:

E=E f(F)i +E, f(F)j +E,f (F)k =[E,i +E,j +E,]f(F)=E,f(F). 15.93
com modulo igual a E=,/(E,, ] +|E,.f +(E,.) .f(F) E=E,.f(F) 15.94
Sendo E, =E, i +E,,j +E,k 15.95
o vetor amplitude maxima constante de componentes Eyo, Eyo, Ezo 15.96
e modulo E, =/(E,, ) +(E,.f +(E,.) 15.97

Sendo f(F) uma funcéo com a fase F igual a 15.87 ou 15.88.

Derivando a componente E, em relagéo a x e t obtemos:
7 (F)kx_ _ 9 (F )kx

TIEX: Exo ﬂf (F )TIF = Exo ﬂf (F )ﬂ(kr- Wt) = Exo = Exo—_ 15.98
x = qx = Mx I IF ct

TEx_g MENF g fF(F)ilke-w)_g 9(F)

~ =xo ~ Mo — Lo 15.99
fit F 1t TF it T1F
gue aplicadas em 8.5 fornece
E(+X—/2tE(= zero E, m (F )ﬂF + X/Zt E. i (F )ﬂF =zero EXO—‘Ihc (F ) E+X—/2tE =zero
x c° 1t IF x c M 1t IF fx c° 1t
EXOM E+X—lztE =zero E+X—/2'[E:zero 15.100
I 9Ix c° 1t ix ¢ 1t

demonstrando que é a fase F que deve atender a 8.5.

E+X—/2t£:zero filkr - Wt)+X/2t filkr - Wt):zero B(+X—/Zt( w)=zero —~ k-~ =zero
Ix c 1t X ¢ it ct c ct c

W ~
como Kk =— entdo E, atende a 8.5.
(o

Como a fase € a mesma para as componentes E, e E, entdo elas também atendem a 8.5.

Como as fase para os observador O e O’ s&o iguais (kr- Wt)=(k' r'-V\/t') entdo as componentes do
observador O’ também atendem a 8.5.
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Mlkr-wt), x/t qilkr- wt) _qilk r-wt) X/t 9l r-wt) 2610 15.101

X c? It X c? It

As componentes relativas ao observador O do campo elétrico se transformam para o referencial do
observador O’ de acordo com os quadros 7, 7B e 8.

Uma fungéo na forma:

Y =l = eF = cogkx- wt)+iser{kx- wt)=cosF +iserF 15.102

onde | =\/j.

Tem as seguintes derivadas:

ﬂﬂ =-kserF +kicosF e hILE wsenF - wicosF 15.103

X

PRSI LA 15.104
X It

Que aplicadas em 8.5 fornece:

IV XN e (- kserF +Kki cosF)+£(wser’F wi cosF ) = zero

™x c? 1t c?

que € igual a:

- k+%v senF + ki- @ cosF = zero
ct ct
ou W X—/tﬂ—zero (kéF) X/t( weiF):zero
x ¢ 1t c?

onde devemos ter os coeficientes iguais a zero para obtermos uma identidade entéo:

- k+—-=zero k:%\/
ct ct
i XW
ki- — = zero =—
c? c’t
x/t XW
(ke'F )+—( we'F ): zero ==
ct

Entéo para atendermos a equacéao 8.5 devemos ter uma propagacéo ao longo do eixo x a velocidade c.

X
Se aplicarmos W=uUK e v= ?obtemos:
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Resultado também obtido da equacéo de onda de Louis de Broglie.
816 Tempo e Frequéncia
Elevemos o efeito Doppler a categoria de uma lei da fisica.

Podemos definir relégio como qualquer aparelho que produza uma freqiiéncia de eventos idénticos em série
que possam ser enumerados e somados, de tal forma que um evento aleatério n de um aparelho, seja
exatamente igual, a qualquer evento da série de eventos produzidos por outra réplica desse aparelho
guando os eventos sdo comparados em repouso relativo.

O movimento ciclico do ponteiro de um reldégio em repouso no referencial do observador O marca o tempo
neste referencial e o movimento ciclico do ponteiro de um rel6gio em repouso no referencial do observador
O’ marca o tempo neste referencial. As férmulas de transformacéo de tempo 1.7 e 1.8 relacionam os tempos
entre os referenciais em movimento relativo, ou seja, relacionam movimentos em movimento relativo.

O movimento relativo entre os referenciais inerciais produz o efeito Doppler que prova que a frequéncia
varia com a velocidade e como a freqliéncia pode ser interpretada como a freqiiéncia do movimento ciclico
do ponteiro de um relégio, entdo o tempo varia na mesma proporgdo que varia a freqiéncia com o
movimento relativo, isto &, basta substituir o tempo t e t' nas formulas 1.7 e 1.8 pelas freqliiéncias y e y’ para
obtermos as formulas de transformacéo de frequéncia, assim:

t=tJK y= y\/E 1.7 se transforma em 2.22

t=t VK" y=y JK' 1.8 se transforma em 2.22

A transformacdo de Galileu U'=U-V de velocidades entre dois referenciais inerciais possui
intrinsecamente trés defeitos assim descritos:

a) A transformac&o de Galileu de velocidade para o eixo x € U X =UX- V. Nesta se tivermos UX=C entdo
U' X =C- Ve se tivermos U X =C entdo UX=C+V. Como ambos os resultados simultaneamente ndo s&o

permitidos ou teremos UX=C ou U X =C entdo a transformagdo nio permiti que um raio de luz seja
simultaneamente observado pelos observadores O e O’ 0 que demonstra o privilégio de um observador em
relacdo ao outro porque cada observador s6 pode observar o raio propagando em seu préprio referencial
(defeito intrinseco a analise classica do efeito de Sagnac).

b) Também ndo atende a primeira lei de Newton a lei da inércia porque um raio de luz emitido paralelo ao
eixo x a partir da origem dos respectivos referenciais inerciais no instante em que as origens sao
coincidentes e no momento em que t = t' = zero terd pela transformacao de Galileu a velocidade ¢ da luz
alterada por *V para os referenciais, contrariando a lei da inércia, que ndo permitiria que houvesse
variacao na velocidade porque nao existe nenhuma acdo externa atuando sobre o raio de luz e por isso
ambos os observadores deveriam observar o raio de luz com velocidade c.

c) Como considera o tempo constante entre os referenciais ndo produz a variacdo temporal entre os
referenciais em movimento como exigido pelo efeito Doppler.

O principio da constancia da velocidade da luz nada mais € do que uma exigéncia da primeira lei de Newton
a lei da inércia.

A primeira lei de Newton a lei da inércia € introduzida na transformacao de Galileu, quando o principio da
constancia da velocidade da luz é aplicado na transformacao de Galileu obtendo as equacdes dos Quadros
1 e 2 da Relatividade Ondulatéria que ndo possuem os trés defeitos descritos.

As equacdes para o tempo e a velocidade dos quadros 1 e 2 podem ser escritas como:
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[ 2
t'=t 1+V—2- &cosf 1.7
c C

V= 1.15
V2
1+ 5" cosf
c C
2
t=t' \/1+v—2+ﬂcosf' 1.8
C C
V= = v 1.20
1+\% +&cosf'
c C

A distancia d entre os referenciais € igual ao produto da velocidade pelo tempo assim:

d=vt=vt 1.9
Que ndo depende do a&ngulo de propagacéo do raio de luz, sendo exclusivamente funcdo da velocidade e
do tempo, ou seja, o angulo de propagacéao do raio de luz s6 altera entre os referenciais inercial a proporgéo
entre o tempo e a velocidade mantendo constante a distancia em cada instante para qualquer angulo de

propagacao,

As equacdes acima na forma de funcéo se escrevem como:

d=elvt)=€ (v t) 1.9
t = f(vt,7) 1.7
v =g(v.f) 1.15
t=f(v.,t,7) 1.8
v=g(v,7) 1.20

Entdo temos que a distancia é funcdo de duas variaveis o tempo funcédo de trés variaveis e a velocidade
funcdo de duas variaveis.

Da definicdo de momento 4.1 e energia 4.6 obtemos:

E
p=—u 16.1
c

Que elevada ao quadrado fornece:

2 2
= p? 16.2
cc E

Elevando ao quadrado a férmula da energia obtemos:
2

E2= LCZ E2- E2”—2=m§c4
u’ c?
1-
C2

Onde aplicando 16.2 obtemos:
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p2 = mgc4 E=c,/ p2 + r'néc2 4.8

De onde concluimos que se a massa de repouso de uma particula € nula M, = Zero a energia da particula
éiguala E=cp. 16.3

2
E2- Ezu—=m§c4 E2- EZ%

Que aplicada em 16.2 fornece:

u’_c®

2
c? E?

u=c 16.4

De onde concluimos que o movimento de uma particula com massa de repouso nula M, = Zero sera
sempre a velocidade da luz U =C.

Aplicando em E =cp asrelagdes E=yh e c=yl obtemos:
_ _h _h
yh=yl p p—l— e da mesma forma p = 16.5

Equacao que relaciona 0 momento de uma particula de massa de repouso nula com seu comprimento de
onda.

Elevando ao quadrado a férmula de transformacdo de momento (4.9) obtemos:

2
p=p-Ev p?=p*+Erv?- 2Evpx
Cc C Cc

Onde aplicando E=cp e px=pcod = pm( encontramos:
c

2 2
2

Onde aplicando 16.5 resulta em:

h _h / /'
'=pJK —=—+K /'=—— ouinvertida / =—— 2.21
PTRE T UK g
Onde aplicando C=Yy/ e C=Y'/" obtemos:
y =yJK ouinvertida y =y JK" 2.22

No § 2 obtemos as equagdes 2.21 e 2.22 aplicando o principio da relatividade a fase da onda.
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817 Transformacé&o de H. Lorentz

Para dois observadores em movimento relativo a equacao que representa o principio da constancia da
velocidade da luz para um ponto aleatério A é:

v 2

X' 24" 2z 2.cf' 2=x%+y?+z%-c%? 17.01

Nesta cancelando os termos simétricos obtemos:

x'2-cf'?=x%-c%? 17.02
Que podemos escrever na forma:

X' -ct' X' +ct' )=(x-ct )(x +ct ) 17.03

Se nesta definirmos os fatores de propor¢édo /7 e /77 como:

X' -ct')=h(x-ct) A

X' +ct' )=mx+ct) B

onde teremos que ter /2. /m=1 para atendermos a 17.03.

17.04

As equacdes 17.04 foram obtidas originalmente por Albert Einstein.

Quando para o observador O’ um raio de luz propaga no plano y'z’ teremos X’ = zero e X = vt condi¢bes que
aplicadas na equacéo 17.02 fornece:

2
0-cf' ?=(vt )>-ct? t'=t,|1- Y5 17.05
C

Resultado que as equacdes A e B do conjunto 17.04 sob as mesmas condi¢des também devem fornecer:

2
0-ct J1- Yo =h(vt -ct) A
c

17.06
NE
O+ct 1-C—2 =mvt +ct) B
Destas obtemos:
17.07
Onde comprovamos que /. n=1.
Do conjunto 17.04 obtemos as Transformacdes de H. Lorentz:
x'—(h+”)x+(”'h)r~t 17.08
2 2 %4 .
+
O ) N Al 17.09
2 2
(h+n). (- n)
X = X'+ ct' 17.10
2 2
- +
ct = (/72’7;' N Zn)ct' 17.11

69/132



- h+n n-h h-n
Calculo dos coeficientes , :

2 2 °72
1+ 1. Y 1+ +1-f
h+m= S + 3 2 h-;mz 1 - 17.12
o e \/1- \/1+ \/1_ 1- v
c
v v v v v
v + VY 1. v - -V
m h= 3 ' S Tt %c 2 m;h: C2 17.13
e e \/1+ \/1 \/ _Vz \/1'\/2
c
v o[V 2 v v
b 1+C ] 1 c 1+ 1+ 2 h- m__ ¢ 714
Vo4V 2 2 2 '
1 c c \/1- \/1+ \/1_2 1_\(/:2

Efeito de Sagnac

No instante em que as origens dos dois observadores coincidem o tempo é zerado (t = t' = zero) em ambos
os referenciais e dois raios de luz sdo emitidos a partir da origem comum, um no sentido positivo (horario
indice c) dos eixos x e x’ com frente de onda A. e outro no sentido negativo (anti-horario indice u) dos eixos
x e X’ com frente de onda A,.

As condi¢cdes de propagacao acima aplicada nas equacdes de Lorentz fornecem os quadros A e B abaixo:

Quadro A
Equacéo Raio horario (c) Equacéo Raio anti-horario (u) Soma dos raios
Resultado Resultado
Condicdo X, =Ct Condicao X, =-cCt,
17.08 c=/mct 17.08 u=- hct "
X' o= MX, G =hX, X' K", =X, X,
17.09 ct' . =nct 17.09 t', =hct ct' . +ct' ,=mct . +Act
X' . =ct', X',=-ct',
Quadro B
Equacao Raio horario (c) Equacao Raio anti-horério (u) Soma dos raios
Resultado Resultado
Condicao . =cCt' . Condicao X',=-ct',
17.10 =hct' c 17.10 X, =- nct' "
XC:/X'C Xu:H'u XC+Xu:h'C+H'u
17.11 ct . =hct' 17.11 ct,=nct', ct . +ct , =hct'  +nct'
X, =Ct X, =-ct,

Observemos que os quadros A e B sdo inversos um do outro.

Formemos o conjunto das equac¢es de soma dos raios dos quadros A e B:

70/132



D' =ct' . +ct' ,= et _ +hct A
D=ct . +ct , =/Act'  +met’ B

Onde para o observador O'D' =A, « A, é a distancia entre as frentes de onda A, e A; e onde para o

17.15

observador O D=A,, « A, ¢é adistancia entre as frentes de onda A, e A..

Nas equacdes acima 17.15 devido a isotropia do espaco e tempo e as frentes de onda A, « A, dos dois

raios de luz ser as mesmas para ambos os observadores, a soma dos raios de luz e dos tempos deve ser
invariavel entre os observadores o que expressamos por:

D'=D ct' +ct’'  =ct +ct, t'=1t 17.16

Este resultado que equaciona a isotropia do espaco e tempo pode ser denominado como o principio de
conservacédo do espaco e do tempo.

As trés hipoteses de propagacdes definidas a seguir serdo aplicadas em 17.15 e testadas para ver se
cumpre o principio de conservagéo do espaco e tempo dado por 17.16:

Hipotese A:
Se 0 espago e o tempo sao isotrépicos e ndo existi nenhum movimento privilegiado de qualquer um dos

dois observadores sobre o0 outro no espaco vazio, entdo a geometria de propagacao dos raios luminosos se
equaciona por:

ct o=kt | e et =kt (| 17.17

Hipotese que aplicada na equagédo A ou B do conjunto 17.15 atende o principio de conservagao do espaco
e tempo dado por 17.16.

A hipo6tese 17.17 aplicada nos quadros A e B resulta em:

ct' . =nmet' A
Quadro A
ct' ,=hct' B
17.18
ct . =hct C
Quadro B
ct,=nmt . D
Hipotese B:

Se 0 espago e o tempo sdo isotropicos porem o observador O esta em repouso absoluto no espago vazio,
entdo a geometria de propagacao dos raios luminosos se equaciona por:

lct ¢| =kt ,|=fct | 17.19

Que aplicada no quadro A e B resulta em:

ct' . =t A
Quadro A
ct' , =hct B
17.20
ct =hct' C
Quadro B
ct =nmet' D
ot =nfct', A
17.21

o', =h%t', B
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Somando A e B em 17.20 obtemos:

Atm oopAtM = D o U 17.22

ot et =2t — 5 — -

Resultado que ndo concorda como o principio de conservagao do espaco e do tempo dado por 17.16 e
comoD' 1 D é como se existissem quatro raios de luz, dois para cada observador, cada raio com sua
respectiva frente de onda independente dos outros.

Hipodtese C:

Se 0 espaco e o0 tempo sao isotrépicos porem o observador O’ estd em repouso absoluto no espaco vazio,
entdo a geometria de propagacao dos raios luminosos se equaciona por:

lct' ¢|=[et’ | =fet' | 17.23

Que aplicadas nos quadros A e B resulta em:

ct' =met A
Quadro A
ct' =/ct B
17.24
ct . =hct’ C
Quadro B
ct , = met' D
ct . =h%t A
¢ Y 17.25
ct , = nfct B
Somando C e D em 17.24 obtemos:
+ + ' '
ot 4ot =2t 1EM pp AEM po D o U 17.26
2 2 v 2 v 2
1- 1-
c? c?

Resultado que exatamente como na hip6tese B ndo concorda como o principio de conservacéo do espaco e
do tempo dado por 17.16 e comoD' * D é como se existissem quatro raios de luz, dois para cada
observador, com cada raio com sua respectiva frente de onda independente dos outros.

Concluséo

As hipéteses A, B e C sdo completamente compativeis com a exigéncia de isotropia do espaco e tempo
como se pode concluir da geometria das propagacoes.

O resultado da hipétese A contradiz o resultado das hipéteses B e C apesar do movimento relativo dos
observadores nao alterar o0 movimento da frente de onda A, relativo a frente de onda A. porque as frentes
de onda tém movimento independente uma da outra e dos observadores.

A hipétese A aplicada nas transformacgdes de H. Lorentz atende o principio de conservacéo do espaco e do
tempo dado por 17.16 demonstrando a compatibilidade das transformacdes de H. Lorentz com a hipotese A.
A aplicacao das hipéteses B e C nas transformacdes de H. Lorentz fornece as deformag6es do espaco e do
tempo dadas por 17.22 e 17.26 porque as transformacdes de H. Lorentz ndo sdo compativeis com as
hipéteses B e C.

Para obtermos o efeito de Sagnac consideremos que o observador O’ esta em repouso absoluto, hipétese C

acima e que o percurso dos raios seja de 20R:
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ct' . =ct' ,=ct' =20R 17.27

Para o observador O o efeito de Sagnac é dado pela diferenca de tempo entre o raio horario e anti-horario
[x =t -t que pode ser obtido utilizando 17.24 (C-D), 17.27 e 17.14:

Vv
— C(h. = 20R cC  _—_ 4mRv
o=t _-t,t' (h-m 2 V7 ek 17.28
2
C

89 O Efeito de Sagnac (continuacao)

No instante em que as origens coincidem o tempo é zerado (t = t' = zero) em ambos os referenciais e dois
raios de luz sdo emitidos a partir da origem comum, um no sentido positivo (horario indice c) dos eixos x e X’
com frente de onda A e outro no sentido negativo (anti-horario indice u) dos eixos x e x’ com frente de onda
A

O raio projetado no sentido positivo (horéario indice c) dos eixos x e x’ é equacionado por X, =Ct . e

X' =ct' . que aplicadas no Quadro | fornece:

v v
ct' . =ct . 1- ?" ct' . =ct K, (1.7) ct . =ct', 1+TC ct . =ct' . K. (1.8) 9.11
v \ v' v'
V'e=—2%— v'_=-% (115) Ve =———— V=" (1.20) 9.12
1 Ve K Ve Ke
c c

Destas deduzimos que a distancia entre os observadores é dada por:

dc :Vctc:vlctlc 9.13
Onde temos:
\Y} v'
1-7‘3 1+TC =K.K. =1 9.14

O raio projetado no sentido negativo (anti-horéario indice u) dos eixos x e x’ é equacionado por X, =-Ct , e

X' ,=-ct',:que aplicadas no Quadro | fornece:
1 —_ Vu ] —_ —_ ] V I u —_ 1
ct',=ct, 1+? ct',=ct K, (1.7) ct,=ct', 1- e ct, =ct' K, (1.8) 9.15
' VLI ' VU v . u v . u
Vi E—— VU E (115) Vot VTt (120) 9.16
1+V7U u 1_V u u
C C

Destas deduzimos que a distancia entre os observadores é dada por:
d,=vit,¥'§", 9.17
Onde temos:
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1+l 1 Vu ok

C

C u u

9.18

Devemos observar que a principio ndo existe nenhuma relagdo entra as equacfes 9.11 a 9.14 com as
equagodes 9.15 a 9.18.

Com as condic8es de propagacdo descritas formamos os quadros A e B seguintes:

Quadro A
Equacdo [Raio horario (c) Equacdo |Raio anti-horério (u) Soma dos raios
Resultado Resultado
Condigdo |X, =Ct Condigdo |[X, =-Ct
1.2 X' =ct K, 1.2 X', ,=-ct K,
)(IC:XCKC )(IU:XUKU (IC-XIU:XCKC +XUKU
1.7 ct' . =ct K, 1.7 ct' ,=ct K, ct' . +ct' , =ct K, +ct K,
X'.=ct'. X',=-ct",
Quadro B
Equacdo |Raio horario (c) Equacdo |Raio anti-horario (u) Soma dos raios
Resultado Resultado
Condicdo X' =ct', Condicdo X' ,=-ct',
1.4 X, =ct' (K, 1.4 X, =-ct' | K,
XC;(.CKC Xu;(IUKU XC+XU;(ICKC-X.UKU
1.8 ct.=ct' K, 1.8 ct, =ct' ,K, ct . +ct , =ct' (K. +ct' K,
X, =Ct X, =-ct,

Observemos que para os raios de mesmo sentido os quadros A e B sao inversos um do outro.

Formemos o conjunto das equac¢fes de soma dos raios dos quadros A e B:

D' =ct' . +ct' , =ct K, +ct K,
D=ct . +ct , =ct' (K +ct' K,

A
B

9.19

Onde para o observador O'D' :Au « AC € a distancia entre as frentes de onda A, e A; e onde para o

observador O D=A,, « A, é adistancia entre as frentes de onda A, e A..

Nas equagdes acima 9.19 devido a isotropia do espago e tempo e as frentes de onda A, « A, dos dois

raios de luz ser as mesmas para ambos os observadores, a soma dos raios de luz e dos tempos deve ser
invariavel entre os observadores 0 que se expressa por:

D'=D ct' +ct’  =ct +ct

t'=

t

9.20

Este resultado que equaciona a isotropia do espaco e tempo pode ser denominado como o principio de
conservacgdo do espaco e do tempo.

As trés hipoteses de propagagfes definidas a seguir serdo aplicadas em 9.19 e testadas para ver se
cumpre o principio de conservacdo do espaco e tempo dado por 9.20. Com estas hipoteses criaremos

vinculos entre as equacdes 9.11 a 9.14 com as equacgdes 9.15 a 9.18.

74/132



Hipodtese A:

Se 0 espago e o tempo sao isotrépicos e ndo existi nenhum movimento privilegiado de qualquer um dos
dois observadores sobre o outro no espaco vazio, entdo a geometria de propagacao dos raios luminosos se
equaciona por:

ct.=ct', t.*', v.¥', K;=K, A
9.21
cty=ct', t ¥, v,¥', K,=K, B
Com estas deduzimos que a distancia entre os observadores é dada por:
d.=d,=vt . ¥'t'.=vit,¥'t", 9.22

Resultados que aplicados nas equagdes A ou B do conjunto 9.19 atende o principio de conservacao do
espaco e tempo dado por 9.20. Demonstrando que o efeito Doppler nos raios horario e anti-horario se
compensa nos referenciais.

Hipodtese B:

Se 0 espacgo e o tempo sao isotrépicos porem o0 observador O estd em repouso absoluto no espaco vazio,
entdo a geometria de propagacao dos raios luminosos se equaciona por:

ct . =ct , =ct A
V. =V, =V B 9.23
Vit =vt, =vt C

Com estas deduzimos que a disténcia entre os observadores é dada por:

d.=d,=vt ¥'t"' . ¥'t"', 9.24
Resultados que aplicados nas equacdes A ou B do conjunto 9.19 atende o principio de conservacdo do
espaco e tempo dado por 9.20. Demonstrando que o efeito Doppler nos raios horario e anti-horario se
compensa nos referenciais.

Hipodtese C:

Se 0 espaco e o tempo sdo isotropicos porem o observador O’ esta em repouso absoluto no espaco vazio,
entdo a geometria de propagacao dos raios luminosos se equaciona por:

ct' . =ct' , =ct’ A
vi.w',wv' B 9.25
vty v C

Com estas deduzimos que a distancia entre os observadores é dada por:

t 9.26

d.=d,¥t'=vt, =vt,

u

Resultados que aplicados nas equacdes A ou B do conjunto 9.19 atende o principio de conservacdo do
espaco e tempo dado por 9.20. Demonstrando que o efeito Doppler nos raios horario e anti-horario se
compensa nos referenciais.

Para obtermos o efeito de Sagnac consideremos que o observador O’ estad em repouso absoluto, hipétese C
acima e que o percurso dos raios seja de 20R:

ct' . =ct' ,=ct' =20R 9.27
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Aplicando a hip6tese C em 9.11 e 9.15 obtemos:

. v'
¢ toF 1+? 9.28

t,t' 1-V— 9.29
c

Para o observador O o efeito de Sagnac é dado pela diferenca de tempo entre o percurso do raio horario e
percurso do raio anti-horario & =t . -t , que pode ser obtido fazendo (9.28 — 9.29) e aplicando 9.27

obtendo:

o=t -t

Cc u

R 9.30

.V | 2t
Aequagélo[Jt:sZt =_—¢c¢ =
Cc Cc Cc
de propagacdo dois raios horarios e anti-horario em uma circunferéncia demonstra a coeréncia das
hip6teses adotadas na Relatividade Ondulatéria.

€ exatamente o resultado que se obtém da analise da geometria

Em 9.30 aplicando 9.12 e 9.16 obtemos o resultado final em funcéo de v, e v:

't _4pRV _ 4RV, _ 4PRv,

o= -t = = 9.31
¢ % ¢ ¢? c?ov, cltev,
A férmula classica do efeito de Sagnac € escrita como:
o=, -t =2 9.32
c -V
Da geometria de propagacao temos obrigatoriamente que:
Cc
Os tempos classicos seriam dados por:
t =2R 9.34
Cc
t =2R 9.35
c-v
t, =R 9.36
c+v
Aplicando 9.34, 9.35 e 9.36 em 9.33 obtemos:
o= ZpR:‘W?V 9.37
c C C
_A 20R _ 4pRv
c= = 9.38
cc-v) c?-cv
& 2R _ 4pRv 9.39

““cletv) c24cv

Os resultados 9.37, 9.38 e 9.39 sdo completamente diferentes de 9.32.
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818 A Experiéncia de Michelson & Morley
A analise tradicional que fornece a solugéo para o resultado nulo desta experiéncia considera em repouso
no referencial do observador O’ um aparelho que emite dois raios de luz um horizontal na dire¢éo x’ (horario
indice c) e outro vertical na diregdo y'. O raio horizontal (horario indice c¢) propaga até um espelho colocado
em x’ = L neste o raio reflete (anti-horario indice u) e retorna a origem do referencial onde x’ = zero. O raio
vertical propaga até um espelho colocado em y' = L reflete e retorna a origem do referencial onde y' = zero.

Na analise tradicional de acordo com o principio de constancia da velocidade da luz para o observador O’ o
percurso dois raios é dado por:

ct' . =ct',=L 18.01
Para o observador O’ a soma dos tempos de percurso dois raios ao longo do eixo x’ é:

c*'u:L’fL:Z—L 18.02
c c ¢

Na analise tradicional para o observador O’ a soma dos tempos de percurso dois raios ao longo do eixo y’ é:
t'y Lt === 18.03
Como temos t' . =t y =ZC—L ndo existe franja de interferéncia e esta explicado o resultado nulo da
experiéncia de Michelson & Morley.

Nesta analise tradicional o percurso idéntico dos raios horarios e anti-horarios contido na equacédo 18.01
gue da origem ao resultado nulo da experiéncia de Michelson & Morley contraria o efeito de Sagnac que é
exatamente a diferenca de tempo existente entre o percurso do raio horario e o percurso do raio anti-

horario.

Com base na Relatividade Ondulatéria facamos uma analise mais profunda da experiéncia de Michelson &
Morley obtendo um resultado que estd completamente de acordo com o efeito de Sagnac.

Observemos que a equacdo 18.01 corresponde a hipotese C do paragrafo 89.

Aplicando 18.01 em 9.19 obtemos:

D' =ct' . +ct' ,=ct K, +ct ,K, D'=L+L=ct K, +ct K, A
18.04

D=ct . +ct , =ct' ;K .+ct' ;K , D=ct, +ct , =LK +LK ,=L(K . +K,) B

De 18.04 A obtemos:

[ R— — VC Vu | I —_
D'=2L=ct. 1- S +ct 1+? D'=2L=ct . -vt,+ct +v t, 18.05
Onde aplicando 9.26 obtemos:
D' =2L=ct, +ct, t, :tc+tu:% 18.06
Em 18.04 B temos:

V' v'
D=ct , +ct , =L 1+TC + 1- T“ 18.07

Onde aplicando 9.25 B obtemos:
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D=ct , +ct , =2L tX:tC+tu:% 18.08

As equacbes 18.06 e 18.08 demonstram que o efeito Doppler nos raios horério e anti-horario se compensa
no referencial do observado O resultando em:

2L
C

18.09

Por isso de acordo com a Relatividade Ondulatéria na experiéncia de Michelson & Morley podemos supor
que o raio de luz horario tem percurso diferente do raio de luz anti-horario de acordo com a férmula 18.08
obtendo também resultado nulo para a experiéncia e concordando entdo com o efeito de Sagnac. Esta
suposicdo ndo pode ser feita com base na Relatividade Especial porque conforme 17.26 temos:

t'yt oty 18.10
Por isso de acordo com Relatividade Ondulatéria na experiéncia de Michelson & Morley podemos supor que
o raio de luz horario tem percurso diferente do raio de luz anti-horario de acordo com a féormula 18.08
obtendo também resultado nulo para a experiéncia e concordando entdo com o efeito de Sagnac. Esta

suposicdo ndo pode ser feita com base na Relatividade Especial porque conforme 17.26 temos:

18.10
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819 Retrocesso do periélio de Mercurio de —7,13"

Imaginemos o Sol situado no foco de uma elipse que coincide com a origem de um sistema de coordenadas
(x,y,z) imével em relagdo as denominadas estrelas fixas e que o planeta Mercdrio em um movimento
governado pela forca de atragdo gravitacional com o Sol descreve uma orbita eliptica no plano (x,y) de
acordo com as leis de Kepler e de acordo com a férmula da lei da atracdo gravitacional de Newton:

- GM,m,. _- (66710""(19810”|328107). _-

F= 19.01
r? r? r2

O sub indice “0” indicando massa em repouso relativo ao observador.

Para descrever o movimento utilizaremos as férmulas conhecidas:

r=rt 19.02
_dr _d(rf)_dr. df:
=— = =" Y4r—f 19.03

dt dt dt dt

, dr > df ®

u=uu= — + r— 19.04

dt dt

_du_dx _d?(f)_d¥ _df *., _drdf d* -
5 = e — T+ 22—+ — f 19.05
dt dt* df dt?  dt dtdt  dt

A férmula da forca relativista é dada por:

2
=£ my___ M a+ m 3 uzduu— m 73 l-u—2 a+ U% % 19.06
dt U2 U2 2 EC dt u2 C dt c
1-— 1-— u 1- —
C c 1- ? c?

Nesta o primeiro termo corresponde a variagdo da massa com a velocidade e o segundo como logo
veremos em 19.22 corresponde a variagcao da energia com o tempo.

Com esta e as férmulas anteriores obtemos:

2 2 ~
1—u—2 d—grg r+ 2drdf d—f
dt dt dtdt  dt?
F=—Tb 19.07
1 u? dr d df 2 df _drdf d¥ 1 drA de
- t = =2 H— 5 —T+r—f
c dt dt dt dt “didi a2 & di @ dt
ul d¥ df ?  drd¥ df ®  df drdf d¥ 1dr .
- -l F == A= 2t r+
c® dt dt dt d?  dt dt “dtdt dt? c?dt
Fer— 19.08
(1'U /C) w2 _drdf d* drdx df > df _drdf d*f rdf -
+ 1——2 2—+r—2 + ——2-r — +r— 2 2 2 . f
¢ Tdtdt dt dt dt dt dt dtdt dt® c?dt
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Nesta temos a componente transversal F; eradial k. dadas por:

2 42 2 2 2 2
fo M g Ut &t dr® drdh dr® of dror o L, 19.09
il_ u? /CZF c” dt dt dt dt dt dt dtdt dt© c°dt
2 2 2 2 2 .
SRS S LAV N Y AU AL 1910
(1_ U2 /CZF ¢ dtdt dt? dt dt* dt dt dtdt dt® c2dt

Como a forga gravitacional é central devemos ter a componente transversal nula F? =Zero assim temos:

2 2 2 2 2 .
F.= T > 1—u—2 2M+rd—£ L o d—zr—r a7 +r£ ZMHd—Z r2df f=zero 19.11
il- u? /CZF c® dtdt dt dt dt dt dt dtdt dt® c°dt

Desta obtemos:

drdf _d  _rqrar drdf _,d? -1dr dr df °
Ll ey el r———+r'=— 5T
dtdt dt _ cdtdt dt dt dt*> ¢C dt dt dt 101
dzr-r g 2 1-1 g 2 rzg 1-1 g 2 .
d? = dt ¢ dt dt ¢ dt
Da componente radial . obtemos:
df .drdf d*
2 2 2 2
_ m, dr _df u dr dt dtdt dt® 1dr .
F?_( 2 oV2 a2 U -+ =7 2 2 2 gc | 19.13
1-u/c) dt dt C dt d?r d7 c dt
- r' -
dt*  dt
Nesta aplicando 19.12 temos:
rdf r drdf
2 2 2 4 2 v A
Ffz—( T)zs/z d—!-r a7 1—u—2 + ar_dtc dtdzt 12dr r 19.14
1-u/c) dt?  dt ¢ dt L1 ¢ dt
¢ dt
Que simplificada resulta em:
dr df ’
m  dt "dt
F= — — 19.15
u 1 dr
1- — 1- — %
\/ ¢ c? dt

Esta igualada a forca gravitacional de Newton resulta na for¢a gravitacional relativistica:
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dzr_r df °
m df  dt oo GMym,_- k.
T

19.16

F":_
1- —

¢ T dt

Como a forca gravitacional é central deve atender a teoria de conservacao da energia (E) que é escrita
como:

E=E +E, = constante. 19.17

Onde a energia cinética (Ey) € dada por:

- — 1
E,=mc - m,c’=m,’ —-1 19.18
1- u
c

2

E a energia potencial (E,) gravitacional por:

Ep =t Gerra :-r—k 19.19

Resultando em:

- o1 . k=
E=mc =-1 r—constante. 19.20

Como a energia total (E) é constante devemos ter:

dE
E:d—Ek+—p:zero. 19.21

dt dt dt

Entao temos:

d u du
dE'[k: m, §d'[ 19.22
u? 2
s
d k dr
& o

E:—dE‘%—”:zero myY 3du+k2dr=ze my 3du_-i<dr 19.24
dt dt d 2 5 dt rodt 2 5 dt rodt
u u
1, -
c
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Esta aplicada na forca relativista 19.06 e igualada a forca gravitacional 19.01 resulta em:
19.25

- m 1kdr -k,
F a- u r
\/ 27 2r2dt r?

u
=
Cc

Nesta substituindo as variaveis anteriores obtemos:
-k
19.26

1kdr dr,, K df: A
+r—Ff =7

2 2 2r
F=b d—grg r+ Zdrdf+rd£f - S T Hr—
u? dt dt dtdt dt ciridt dt dt  r
I
Cc
Desta obtemos a componente radial F; igual a:
19.27

Fo M d’r Ll
2 dt*  dt c’r dt
Que facilmente se transforma na forca gravitacional relativista 19.16.

De 19.26 obtemos a componente transversal F; igual a:
19.28

2
F=_M 2drdf+rd;‘ _12kdrdfzzero
u? dtdt dt* c°rdtdt
)

-
-
c

Desta Ultima obtemos:
or dr df+r2d2f
T s 2
dtdt d_1 kdrj u
a7 27 g > 19.29
297 mecr dty ¢
dt
Como a forca gravitacional é central também deve atender a teoria de conservacdo do momento angula que
€ escrito como:
L=r" p=constante. 19.30
. . u _ .. dr., df df (.. df »
L=r p=r' & —pp- M e, Gz T 2—(r f)— M 2D 19.31
u? u? dt dt u? dt u?  dt
1- — 1- — 1- — 1- —
Cc C Cc Cc
df ~
S 2I’Z—k=Lk=constante. 19.32
u
1=
C
d(L)
———==Zero 19.33

%_d(u?)_d(l_)hLd(l?)_d(L)l%_Zero
dt dt dt dt dt
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Resulta entdo que L é constante.

dk
Em 19.33 fizemos d—=Zer0 porgue o movimento é no plano (X,y).

Derivando L encontramos:

d._d m, ,df _1 mu du,df m drdf 2dzf

T TS 3 I —+ = 2r > =Zero 19.34
dt dt u> dt c , > dt dt u dt dt dt
1-— 1 us 2 1-—
Cc : g Cc
Desta obtemos:
2
2rgg+r2d—£
dtdt dt© _ -u dul 19.35
rzg i u: dt c® .
dt 2

Igualando 19.12 proveniente da teoria da forca central com 19.29 proveniente da teoria de conservacéo da
energia e 19.35 proveniente da teoria de conservacdo do momento angular obtemos:

drdf , ,d% -1dr d’r  df

2r— 412 —
dtdt d2 _cdt d® dt Kk dr [ @ -u dul 10.36
(247 1 dr 2 mcr?dt\” ¢ u? dtc? '
dt = - T2
c” dt
Das duas ultimas igualdades obtemos 19.24 e das duas do meio obtemos 19.16.
Para solucao das equaces diferencias utilizaremos o mesmo método utilizado na teoria Newtoniana.
1
Facamos W=— 19.37
r
. . . fiw -1
O diferencial total desta é dw:ﬂ—dr dw=—-dr 19.38
r r
dw_-1dr dw_- 1dr
Desta obtemos —=——e —=—— 19.39
df r*df dt r®dt
) L u?
Do médulo do momento angular temo 1- —2 19.40
I’T])I’
dr_ L dr [ U
Desta obtemos —=———/1- — 19.41
dt mredf\V c
dr_-Ldw [ U
Nesta aplicando 19.39 obtemos —=——,/1- —2 19.42
dt m df
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d’r_dfdtd -Ldw /|, u

Que derivada fornece —

Onde aplicando 19.40 e derivando obtemos:

o

d? dtdfdt mdf\- &

d’r _ / ud -Ldw / _2 -LZ/
d? mr?\T Fdf mdr\T & df2

Nesta com 19.36 a derivada do radical é assim obtida:

d 1_ u’ -1 udu_ k dr v
dt Jl- w/c2ctdt mcr’dt - ¢
dl_2 -1 udu_ k dr
df Vi-u?/c2c?df mcr’df T ¢
Que aplicada em 19.44 fornece:
d_zr_-_LzJ_u_zﬂvJ_u_z_Ld_Wz _
dt* mgr’\ ¢ df*\ & mc® df C
Simplificada resulta:

3 2
dr_ Lk wrdw L, udw
dt* micr®> ¢ df  mir? o ¢ df?

2

_ -k dw

2

2

me dt

_ -k dw

7 =

medf

Encontremos a derivada segunda do &ngulo derivando 19.40:

d’f _d u2 _-2Ldr u?

“myrldt 02

dt® dt mr? c2

myr dt

U

2

Nesta aplicando 19.42 e 19.45 e simplificando obtemos:

w

d’_2%dw . u* L’k dw u*?2
2 2

mcridf ¢

da® mprldf ¢

Aplicando em 19.04 as equacgdes 19.40 e 19.42 e simplificando obtemos:

, 12w dw’ 1
u=— 1- - —_ +—2
nm ¢ df r

2

-5+

dw d
df df

2

C

2

2

C2

A equacdo da forga gravitacional relativistica 19.16 remodelada fica:

dr df *_ [ v, 1.dr’® -k

— 1-=
dt*  dt ¢ dt my?
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Nesta aplicando as formulas acima obtemos:

N w

2

e ST e o

ﬁ

U

Lk g uwedw Lo udw
mecr® - ¢ df  nmfpr® - ¢ df?
%k, 0 dw wCdw 12
micr® ¢ df nfr dr?
L’k 1_u_ / wdw  L®
mecr® ¢ df rrﬁr c>df? nyr®
wdw  I?
rrﬁr cdrr mr*\ & mjr
d'w 1 mk
drf? r u?
S
d’w 1 mk
drf’ r 2
rnD 2% 1_u72
u?> dt c?
s
u2
d?w }:m)k 1'§
dr? r , df ?
r -
m dt
2
u2
dw1’ e
drf? r mr df 2
dt
1Y
dw 2d2w+1 c
df?  rdf? r? nﬁrsg“
dt
2 k2
dw " 2dw 1_ K 2Y
df?  rdf? r? o dr ’ o dr ’
- r -
hr dt nf dt

1. = 4w U_
o m,df c?
Lk v
mjrzc2 ¢’

I’T])I’
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K* dr

dw * 2dw 1 k? ¢ dt dt
+ +-=

df?rdf® r? e & * e &

dt dt
: Kdr® oK df ]
d'w 2d'w 1 k* ¢ dt ¢ dt
dF2 rdf? r2 L df Y L .df Y L. dF”
e = re = re =
o ™ g ™ g
k2 dr °
dw ® 2dw 1 K & df K2
a7z rart 2 ar ¢ ar 2 df °
8 20 8 20 2crs 2L
g ™ g MO g
K dw’
- _r -
dw’ 2dw 1_ K & df K
dr?  rdf? r?

ar + df 2 df 2
s 97 8 97 cre 94
UL L L

K2 dw
dw” 2dw 1 K ¢ df K2
arz rart it dr * df 2 df °
8 9 2ra 90 oyt 9
m at gt s dt

Nesta consideraremos constante 0 momento angular Newtoniano na forma:

L:rzg 19.53
dt

Que é realmente 0 momento angular teérico conhecido.

dw’ 2dw 1K K dw' K
df?  rdf? r* mfl* mic’l® df el

2 2
dw +2dw

drz  “df?

K2 K dw’ K

WAW=— - — s — -
gl ngc’l> df  ngcll?

* daw dw °
F +2df2W+VV2:B‘AE 'AV\/2

2 2

w dw dw

— +2—w+A — +(A+1w'- B=zero 19.54
dr? df? df ( )WZ
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Onde temos:

k2
A:TLZ 19.55
myC
k2
B= -k 19.56
A equacgédo 19.54 tem como solugéo:
1 1
w=—{|1- ecodf VI*A+f,] w=—[i- ecodfQ] 19.57
éa [ZD)
Onde consideramos f_,=Zero.
Esta denominado em 19.57 Q°=1+A. 19.58

A equacdo 19.58 é funcao somente de A demonstrando a unido intrinseca entre a variagdo da massa com a
variagdo da energia no tempo, pois ambas como ja descrito participam da for¢a relativistica 19.06 nisto esta
a essencial diferengca entre a massa e a carga elétrica que € invariavel e indivisivel na teoria
eletromagnética.

De 19.57 obtemos o raio de uma conica:

r 212 D r= €D 19.59
w 1- ecodf+1+A)  1- ecodfQ) '
Onde € é a excentricidade e D a distancia do foco a diretriz.
Derivando 19.57 obtemos d—WIQLr(fQ) 19.60
drf D
2 2
Que derivada resulta em d V2V_Q COS{fQ) 19.61
df D
Aplicando em 19.54 as variaveis obtemos:
2 2 2 2
dw od Wy p QW (A1)’ - B=zero
df*  df’ df (v
Qcos’ (fQ)+2Q2c04fQ) 1- ecoifQ) +Asten2 (fQ)+(A+1) 1- ecos(fQ) 2_ B=7er0 19.62
D’ D D D’ D
Q'cos’ (), ,Q°codfQ) ,Q°cos'(Q), ,Q° . chosz(fQ)+( as)) 1 ecodfQ) * o
D’ D’ D’ D’ D’ D
Q" cos’ (fQ)+2chos(fQ)_ zchos2 (fQ)+AQ_2_ Achos2 (fQ)+ (A+1)_ 2(A+1)cos(fQ)+(A+1)0052 (fQ)_ B=zero
D’ D’ D’ D? D’ e’D? D’ D’
Q*-2Q°- AQ?+A+1 cof(fQ), 20" 2a 2 codfQ) AQ (Av1) o, 19.63
D’ D & & D D’ D’
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Nesta aplicando no primeiro paréntese Q2 =1+ A obtemos:
4 2 2 ) 2 2
Q -2Q - AQ +A+1 = (1+A) - 2(1+A)- A(1+A)+A+1 = 1+2A+A - 2- 2A- A- A +A+1 =zero

Em 19.63 aplicando no segundo paréntese Q2 =1+ A obtemos:

2Q° 2A 2 _ 2(1+A) 2A 2

= ——->- —-— =zero
e e e e

O resto da equacao 19.63 é portanto:

AQ® (A+1

D—(g+ (ezDz)- B=zero 19.64

Os dados da 6rbita eliptica do planeta Mercurio sao [1]:

Excentricidade da 6rbita €=0,206.

Semi-eixo maior = a = 5,79.10"m.

Semi-eixo menor b=av/1- €2 = 579.101°4/1- 0,206? =56.658160.30580m.
eD=a(1- €2)=579.10°(1- 0,206° )=5544295560000m.

5-all- €)_57910°(1- 02067)
e 0,206

=26914056116500m.

O periodo orbital da Terra (PT) e Mercurio (PM) em torno do Sol em segundos séo:
PT=316. 10’s.

PM=7,60. 10°s.
O numero de voltas que Mercurio (m,) da em torno do Sol (M) em um século €, portanto:

Y
N =100&'106=41579. 19.65
7,60. 10

Momento angular teérico de Mercdrio:

2
12= 297

- :GMOa(l- e ):667.10' 119810% 579.1010(1- 0,206 ):7,3221293742.1030 19.66

_(GMem,)? _(6M, ) _ (66710 11 (19820%f _ _
A m§22L2 c2L02 | (30.108)2 (£32.103°)) “aesa0” o
_(6Mm,)* _(6M,)? _ (6671201 (19810%)

T Lt (73210%)

=32510 % 19.68
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Q=+1+A=4/1+26310° =100000001323 19.69

Aplicando os dados numéricos com varias casas decimais ao resto da equacao 19.63 obtemos:
AQ , (A+1) B 26510 °(100000001323)° ~ 26510°°+1

4 - - 32510 %%=897610 *° 19.70
D2 €°D (26914056116500) (55.44295560000)

Resultado que podemos considerar nulo.
Vamos obter o momento angula relativistico do resto da equacdo 19.63 nesta aplicando as variaveis
obtemos:

AQ, (A+D) o (GM.) | (GM) | 1 . (GM,) (GM,)

p? "ep? PTon? o e T Tt 107
2 2
e’L2(GM, )? 1+(i';/'|_g) +L4c? 1+(i';/'|_g) - c2e’D?*(GM, ) =zero
2 2
e’L2(GM, ) +e*L2(GM, )° (i';/'Lg) +L4c2+L4c2%- c2e’D?(GM, *=zero
212 2 Z(G'\/lo)4 4.2 2 2 2,212 2 _
e’L?(GM, ) +e 2Lt (GM, )’ - c’e’D?(GM, )’ =zero
CZL4+(1+¢92XGMO)2 L2+ezw- c2e’D?(GM,)* =zero 19.72

c

: (1+ez)(GMO)2J_r\/[(1+ez)(GM0)2]2- ac? eZW- c?e’D?(GM, )’
2=

2c?

o (1+€7 )M, P/ (1+62 f (GM, )*- 4¢%(GM, )} +4c*e?D?(GM,
- 2c?

(1+e? oM, )P £ /[1+2e7 +6* | GM, )* - 46?(GM, )* +4c*e’D?(GM, )’

12=—
2c?

o (1+€7 ) GM, ) £/(GM, ) +267(GM, )* +&* (GM, )* - 46*(GM, )* +4c* € D?(GM, )*
- 2c?

- (1+e2 oM, £ (M, )* +6* (GM, )} - 26°(GM, )* +4c*e’D?(GM, )’

L2
2c?

2 2 2 4 4 2.2 2
12=" (1+e )(G'V'o) + (1' < );(?MO) rac’eD (GMy) =7,322129273810™ 19.73
C

Esta Gltima equacgdo tem a exclusiva propriedade de relacionar a velocidade ¢ ao denominado momento
angular relativistico que € menor que 0 momento angular teérico 19.66.
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A variacdo do momento angula relativistico em relacdo ao momento angular teérico € muito pequena e dada
por:

30 30
a_:7,3221292732.10 - 7322129374210 _ 1381078 = -1 . 19.74
7322129374210% 7250350900
O que demonstra a exatidado do principio de constancia da velocidade da luz.
Na realidade a formula 19.06 prevé um retrocesso secular do periélio de Mercdurio, que é dado por:
1 )
DFf =2p41579 6- 1 =2,041579(— 0,000.00001323)=- 34610 *rad. 19.75
Convertendo para segundo obtemos:
- 3,46.10'5.180 0.3.60000
Df = 0 00_. 713 . 19.76
P

Este retrocesso nao previsto na teoria Newtoniana é devido a variagdo relativistica da massa e energia e
esta encoberto pela precessao total observada de 5599”.
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8819 Avanco do periélio de Mercurio de 42,79"

Escrevamos a féormula para energia relativistica Eg gravitacional contendo os termos para a energia cinética,
a energia potencial E, e a energia de repouso:

2

E, =mc® ;2-1 +Ep+n])c2=£2+Ep. 19.77
-2 1- 2
c c

Sendo a forga gravitacional conservativa sua energia é constante. Supondo entdo que em 19.77 quando o
raio tende ao infinito a velocidade e a energia potencial tende a zero, resulta ento:

2
c
Eq :m'+2+Ep =mc? 19.78
u
1--
C

Escrevamos a formula para energia Ey gravitacional Newtoniana contendo os termos Newtonianos
correspondentes a 19.77:

2
uc k
E,= m’z o mc? =myc? 19.79
rr[)uz . . s - k . . 2 .
Onde 5 € a energia cinética, — a energia potencial e MC" a energia de repouso, ou melhor,
r

dizendo energia inercial.

Desta 19.79 obtemos:

2 2
mu- k. mc? = mc? mu” _k  ,_ X _2GNMm, 2 _2GM 19.80
2 2 r myr myr r
Derivando 19.79 obtemos:
2
dEy, _d mu” E”TLCZ =zero
dt dt 2 r
mo2ucl—u+L2d—r=zero
2 dt r-dt
ud_u: - Kk d_r: - GM d_r
dt mr?dt r? dt
ydu - CM dr.
dt  r? dt
- GZM 19.81
dr r
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Igualando a energia relativistica 19.78 a energia Newtoniana 19.79 obtemos:

2 2
Cc u- k
E; =E, e g =M - —+mc? 19.82
A
u
1- 2
Cc
2 2 2
C E uc G C
_MC 2+—p=m’ _GMm, M 19.83
1-U5 My, M2 omrom,
m
2
Cc
Nesta denominando o potencial relativistico (/ ) como
. E
j =—"% 19.84
My
Obtemos:
2 2 G
C +j —u- _ _+C2
1- u? 2 r
CZ
_ 2 G 2
j=U 2042, € 19.85
2 r 1. U2
C2
Nesta substituindo a aproximacao:
1 u?
»1+ 5 19.86
u? 2c
1- 2
c
Temos:
, 2 G 2
J :U__ —M+C2- C2 1+U_2
2 r 2c
Que simplificada resulta no potencial Newtoniano:
2 2
u- G u-_-G
_UT GM o2 U _-CGM 10.87
2 r 2 r
Substituindo 19.84 e o potencial relativistico 19.85 na energia relativistica 19.78:
2 2 2
c u- G c
E :L+m) —-—M+CZ-— 19.88
R 2 2
u r u
1- 2 1- 2
C C

Obtemos a energia Newtoniana 19.79:

92/132



_mu® GMm,
Ev= 2

+”LCZ

Derivando o potencial relativistico 19.85 obtemos o modulo da aceleragdo gravitacional relativistica
exatamente como na teoria newtoniana:

_-4d/
dr
-dj _-d u* G c?
a:—‘/:_ R _+C2_
r r 2 r u?
1- 2
Cc
-d u* G , d c?
a=— —-—9%+4¢° - — -
r 2 r dr u?
1- 2
C
Onde temos:
- d U2 G 2 = EN . , . . . e g
— —-——>++C" =—— — =Zero . Porque o termo a derivar é a energia Newtoniana dividida por
r-2 r d m,
. EN _ u2 GM 2 7 ~
m, ou seja — =—- —— +C° que é constante, resulta entéo:
m 2 r
d c?
a=-— -
dr u?
1- 2
Cc
u du
a=- - ——5—
, > dr
u 2
1- 2
Cc

Nesta aplicando 19.81 obtemos:

-1 GM
a= 3 2
uz 2 '
1- 2
C

19.89

A aceleracéo vetorial e dada por 19.05:

2 dt

2 2
a7 f+2d—r£+ d’f

re L7
dt dt dt 2
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O médulo da aceleracdo gravitacional relativistica 19.89 é igual a componente do raio vetor (T ) por isso
temos:

_dr _df? _ -1 GM
= —-r — = T 19.90
dt dt u2 2 r
1- 2
Cc
Sendo nula a aceleracao transversal temos:
2 ~
2d_r£+r d ]; f =zero 19.91
dt dt dt
dr df  d*f _
———+r — =Zero
dt dt  dt?
. o _.df
Que é igual & derivada do momento angular constante L =r at 19.92
d. _d ,df __ drdf ,d* _
—=—r"— =2r ———+r°——-=zero 19.93
dt dt dt dt dt dt
Reescrevendo algumas equacdes ja descritas temos:
1
w==—
r
dw="We dW:—;Ldr
qr r
dw _-1dr dr _ ,dw dw_-1dr
—=——ou—=-Ir"—e —=—5—
df r?df drf df dt r®dt
dr _d7dtdr _Ldr _-L.dw dr__, dw
dt dt dfdt r?df 2 df  dt dr
d* d dr _dfdt d dw L d dw _ - L2 d®w
> = —— T ———— - L— = - L— = > > 19.94
dt dt dt dt d7 dt df  r-df df re df

De 19.90 obtemos:

3u? dr  df * _-GM

2c? dt?  dt r?
Nesta com 19.94 a velocidade de 19.80 e 0 momento angular obtemos:

3 6 -Ldw L ° _ GM
2

1- -
2c? r r? dr? r r?
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3GM 1 dw _GM
1-—— 2t - T2

ccr dff r L

3GM 1 d*w 3Gm1l 1_GN
1- 2 2T 1- 2 . T2

c r df ccrr L

2 2
d'w 36Mdwl, 1 3GM1 GM_
df? ¢? df*r r c* r® ?

2 2
d v2v d v2v1+£_ Aiz- B=zero
df df<r r r

2 2
d v2v Ad VZVW+W- AW - B=zero
drf drf
2 2
d_vzv_ Ad—vsz- AW +w- B=zero
df df
Onde temos:
A_36M . _GM
c? L2

A solucéo da equacéo diferencial 19.95 é:

w=-1[1- ecos(fQ+7,)] w=-L[1- ecos(fQ).
e [zD)

Onde consideramos f,=zero

Portanto o raio € dado por:

D D

—l_— =
"TW 1 ecos (fQ) T ecos (fQ)

Onde e ¢é a excentricidade e D a distancia do foco a diretriz.

dw _ Qsen (7Q) . d*w _ Fcos(fQ

Derivando 19.97 obtemos d_f

Aplicando as derivadas em 19.95 obtemos:

2 2
d_vzv_ Ad—vsz- AW +w- B=zero
df df

D dr?

19.95

19.96

19.97

19.98

19.99

Feos(fQ AQcos(fQ) 1 [1- ecos (rQ)- eziDz[l ecos (FQ)° +6%[1- ecos (fQ)] - B=zero

D D &

Qeos(fQ AG Zgzs(fQ) [1- ecos(FQ)- A [1- 2ecos (fQ)+ & cosz(fQ)]+ dij di)é’COS (fQ - B=zero

D ava
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Qeos(fQ AQcos(rQ) , AGcos(fQ) oo (sq).-

D & &’
A A 2(/0)+ L. L _B=
o5t 7 Zecos(fQ) 2 Dzezcos (fQ)+eD eDecos(fQ) B=zero
cos(fQ » AG 2A AJcos?(fQ Acos®*(fQ) A 1
p Tttt D ¥ ér e o
cos (fQ) F- A  2A 1 L AQcos*(fQ) Acos*(fQ) A 1 B B oo
AD e e AD AD AED’ AD A
cos(fQ @ &, 2 1  Qcos?(fQ) cos’(fQ 1 , 1 B o
D A eD o A D’ D’ ey’ AdD A
cos*(fQ) cos(f@ & ¢, 2 1 1 1 B_
> (Q2 1)+ S A 6D+ o A oD + v =zero 19.100

O coeficiente do co-seno ao quadrado, pode ser considerado nulo porque Q»1 e D? é um nimero muito
grande:

2

L(fQ)(Q2 -1)=zero 19.101
D’

Resultando da equacédo 19.100:

cos (fQ) Qz Qz 2 1 - 1 +L- E—zero 19.102

D AeDeDA e AD A

Devido a unicidade desta equacgao 19.102 devemos ter uma Unica solugdo que anule simultaneamente o
paréntese e o resto da equacgdo, ou seja, devemos ter uma solugcdo Unica para ambas as equacdes
seguintes:

g_ g+£- l:zero e 1 L- E:zero 19.103

A & é& A ezDerD

Estas equacfes podem ser escritas como:

2

[a=p] =-—== - = 19.104
A & QA &
1 1 8B

[a=c] - —=—"F 19.105
A & A

Nestas o termo comum a =— - — deve ter uma Unica SOlUQaO por I1sso temos
1 1 2 B

b=c] = =-= == 19.106
FA D A
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Com 19.96 e o momento tedrico obtemos:

eDGN

L2

=1

A=3G—M' B=G—N(L L2=6DGM éaB=
c? L2

Esta aplicada em 19.105 e 19.106 resulta em:

a=c] +.1t:-1

A & A

1 1 2 1
b= - .= ==
[o=c] QA D A

Sl -1 =-1,80. 10'* »zero
& 55.442. 955. 600,00

De 19.109 obtemos Q:

1 1 2 1 2A 2 3GM
- .= == =1- — =1- —
F A D A Q D Q e c’
Esta aplicada em 19.104 resulta em 19.110:
1 1 _11 2 1 1 1 1 2 1 1 _1 1
——== —-— —-—= —-— —-—== -—»zero
A& QA O A & 1_2A A & A é& A e
e

De 19.112 temos:

6GN] 6(667. 10 )J198. 10%)

Q=1-22¥ = 1. _=0,999. 999. 920. 599
eDc (55. 442. 955. 600,00)(3. 10°)

Que corresponde a um avango do periélio de Mercuario em um século de:

Df =Df. 41579 = 1.1.1. 298. 000 00. 41579 =42,79"
Q

Calculado dessa forma:

Em uma volta trigonométrica temos 360° 60" 60=1. 296. 000 00" segundos.
O angulo f em segundos percorrido pelo planeta em uma volta trigonométrica é dado por:

_1.296. 000,00
Q

Se Q>100 temos retrocesso. f <1. 296. 000 00.
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Se Q<100 temos avanco. f >1. 296. 000,00.

A variacdo angular em segundos em uma volta é dada por:

=1.296.00000 4 595 00g00= 1-1 1.296.00000.
Q Q

Df

Se Df <zero temos retrocesso.

Se Df >zero temos avanco.

Em um século temos 415,79 voltas que fornecem uma variagdo angular total de:

Df =Df. 41579= L-1.1.296.00000. 415 79 =42,79"
Q

Se Df <zero temos retrocesso.

Se Df >zero temos avanco.

§20 Inércia

Imagine em um universo totalmente vazio, um ponto O’ que seja a origem do referencial do
observador O’. Na hipétese de o referencial estar em repouso ou em movimento retilineo uniforme as ondas
eletromagnéticas esféricas emitidas com velocidade ¢ por uma fonte situada em O’ sera observada por O’
devido a lei de inércia exatamente esférica e com velocidade ¢ portanto, o movimento retilineo uniforme e o
repouso sdo indistinguivel um do outro permanecendo em ambos 0s casos valida a lei de inércia. Para o
observador O’ as equacdes da teoria eletromagnética descreverdo a propagacao exatamente como uma
onda esférica. A imagem de um objeto situado em O’ sera sempre centrada no préprio objeto e um raio de
luz emitido de O’ permanecera sempre retilineo e perpendicular as ondas esféricas.

Imagine agora um outro ponto O que seja a origem do referencial do observador O que possui todas
as propriedades inerciais descritas para o observador O’.

Obviamente dois pontos imaginarios sem nenhuma forma de interacdo entre eles permanecerao
individualmente e no conjunto atendendo perfeitamente a lei de inércia mesmo existindo um movimento
retilineo uniforme entre eles, s6 observavel, devido a presenca de ambos os referenciais que
individualmente se observardo em repouso estando em movimento o outro referencial.

As propriedades destes dois observadores sdo descritas pelas equacfes de transformacfes
relativisticas.

Observacdo: um universo infinito € aquele em que qualquer ponto pode ser considerado o ponto
central deste universo.
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§21 Avanco do Periélio de Mercurio de 42,79 calculado com a Relatividade Ondulatéria

Supondo UX =V

Ux-v.__ ___ v-v
\/ v2_ Quux \/1+v2 v
¢ ¢? c® ¢

ux =v U X =zero 21.01

(23)UxX = UXx =zero

2
(1.17) dt’ =dt 1+—- Z"UX —dt 1+—-2VV dt'=dt [1- Yo

C2 C2
2 2
(1.22) dt :dt'\/1+"—2 +AUX gy +M dt =dt' [1+¥
c c? c
v? V2
dt' =dt ./1- — dt =dt' 1+—2 21.02
c c
2 12
1-V_ 1+ 21.03
CZ CZ
v = v’v2 v=—X - 21.04
1+Y 1-VY
c? c?
dt >dt’ V<V vdt =v'dt’ 21.05
A -V -V
(1.33) V = = V=
\/1+V'2+2V'ux \/1+V'2+M 1+V'—2
c? c? c? c? c?
(1.34) V' = v =" v=—"
14V . Aux \/1+v AV \/1_ Ve
\/ c? c? c? ¢? c?
V= "’\/2 v =—Y - 21.06
1+Y 1- V5
c? c?
r=rf =-r' '=-rf =-r |r|:|r'|:r 21.07
dr =dr f +rd F =-dr’ dr'=-drr-rdf =-dr 2108
rdr =drrr +rrdr =dr rdr'=-drrr-rrdr =-dr 21.09
A . 2 2
v :d_r:ﬂr_r):d_rf 977 vizyy = dr . 47 21.10
dt dt dt dt dt dt
. o A . 2 2
Vl:dr :d( rr):_ dr [ +r ﬁf \/'2:\/'\/': d—r + r'ﬁ 21.11
dt' dt' dt' dt' dt' dt'
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=== -r =~ 4+ 22— +r

q=dv _ d2r _d’r)_ d2r df ° dr df . d*f ;
dt dt? dt? dt? dt dt dt  dt?

] 2 ~ 2 2 A~
4=dv =d2r2:d (-rzr):_ dzrz-r df “  odr df dfzf
dt' dt' dt’ dt’ dt’ dt' dt*  dt’

4_dv)_d v _dtd v _l|,vid v
=T Tdr 2 gt dt 7 Ve 2
o Jl-zz

1.2_-1
_dv _ vl vidv 1., v?222 -vdv
e e v Wea 2t e
1-Vv° o o c® dt

_4=-9v _ 1+Y 1 - /1V 1 _,dvyv
dt’ c 1_\/2\/ dt \/ 2 dt c?

Cc
2 2
_g=-av _ 1+\f_2#3 1- ¥ d_V+Vd_VLZ
dt’ c v2 2 ccdt dtc
1-C2
hd=_ M _ -m dv ™ vZidv ., dvv
\/1+\/2 \/1+\/2dt' y2s cfdt o dtc?
c? c? 1- 2
Cc
F=-tha =1 = '”32‘;;’:
V V
1+ 1+
\/ c? \/ c?
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21.13

21.06
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= = = —-na d_\,_ )= n% v d_ d_L = _kA
E.= F. (-dr')= Fdr = \,Zdt'(dr) R v Czdr r2rdr
1+ 1-V2 2
c C2
1 2
E = Mgy dr - n 3 1-V—2dvOlr +vdv—rLZ:%rAdr
vZ oodt' 2 5 c dt c r
I+ 1.V 2
¢ c
- mavv _ m s 1- Y dvv +vdv Y = %Fdr
2 5 c r
\/1+vz 1.V 7
C 2
my' dv' m vZ _ -k
E = = 7 1-—5vdv +vdv — = —dr
PR o
c c2
' 2 2
E, = myv' dv rr(;vdv3 1_v_2+v_ _ idr
\/1+"22 v ¢ ¢ '
C 2
E, = mv' dv' rr;;vdv3 - K gy dEk_ngv‘ dv' rr;;vdv3 _- Edr
C C2 C C2
2 2
E =’ 1+\/—2: M -K.iconstante
Cc ve r
I
1 2 2
Er=mc? [1+Y - K =cons tan te ER:LZ- K —cons tan te
C r 1- V2 r
C
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21.17

21.18

21.19

21.20

21.21
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1 :ER2+ k21 H:ERz A=_K
\/_VZ mc?  mgc?r mc me
2
C
1 1 1 1°
2:H+Ar_ §: H+Ar_
l'Vz l-V—22
¢ c
L=r v=ri” 974977 :rzﬂf f)-rzﬁA
t dt dt dt
L=rxv=r’ V'z:rr '12 - g{.fﬂg'[{A =1 -
1+‘é2 \/1+‘éz 1+‘(’:2
L=r ng =LK = constante L=r 2d/
dt dt
dEk_rWdV; deV3-'r‘§dr:'r‘§f.dr
v 2,
L a
C
dﬂ—l:v— m 3V_V:if _r:if_v
dt 2 5 dt r dt r
1.V
2
C
a _-ka
F=—19 3= Er
viz |
1-C2
2 2r A
F=— M _ d¥ dF e, Hdrdf, d¥ 5 kg
g2 5 dt? ot dt dt  dt :
o
2¢ .
F.= it 3 dr df+rd’;f:zero
v2 2 dt dt dt
1-C2
F-_ M d¥_ ﬂzf:if
' Sdt? 0 dt r2
v©e 2
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21.23

21.24

21.25

21.26

21.26

21.27

21.20

21.28

21.29

21.30

21.31



QZL d_r:_Ld_W ﬁ:'_l—zﬂ ﬂ:gd_w 21.32

dt r? dt drf dt2 r2dr? dt?2 r3df

F="Kp 21.33

: r2df r3 2

=3 21.34

3
Heal dw,1 _GM 21.35
r dfe r

H+3al dw,1 _GM
rodrfer L

HOW, L gad Wl 50 1 -GN
dafs r dfer r’ L

HAW i aad W 3an?- M —zer0
dr dr? E

H=B=_ a=_k_-GNm _CN =GN 21.36

mc mc? mc? ¢ 12

Hd%’;’+HW+3A 2WW+3AV\? B=zero 21.37
df df?

w=L=L 1+ ccos (1) dw - QsenfQ) diy .- Qeosiig 2138
r

df D dr? D

2
He chgs f +H$[1+ecos (FQ]+3A° QngS ng)é[lhecos (FQ]+3A é[ﬁecos (fQ] -B=zero 21.39

i QZHJ_)COSD" Q +H$+ Hée’coS (FQ- %%@[1“‘9003 (]

I+ ;éz [1+2€COS (FQ)+€*cos 2(fQ)]- B=zero
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_QzHcos!fQQJrHéJrH

+ 3A 3A
2D2

cos(fQ) 302A cos (f

cos(fQ) 3FAcos(fQ 3FAcos(fQ ecos (FQ)+
D [zD) D

(rQ+A, 5 5 €cos 4(fQ)- B=zero

D e

:Qg Acos ngQ

- QZHM.FHL.FH 5

L 3A 6A cos (fQ) +3AC0S 2(fQ)
62D2 D D?

B=zero

_ QPHCOS (fQ) +14C0S (FQ)_ 3fAcos(FQ) , 6Acos (FQ) _
D D e D e D
: 3Q2A°°S[;(f Q +3AS0 HUONTES L+38 - B=zero

2
_PH+H- 3(6323A+6_A cosD(fQ)+(_ 3Q2A+3AM+H_+3_A_ B=zero

eD

2
[ aza +3A)%.f£)

- Qz)cos;(fQ) N

Q2»1
SQPH,H_ @F, 2 cos(fQ, H

D? er’

_PH+H- 3FA , 6A cos(fQ) 1 . 3\ B _,a0
D) d:) 3AD

3AeD 3AED? 3A

-Q2H+1_Q+A COS(fQ)+ H + 1 -ﬁzzero

3A° 3A & &

+1 . B

D 3AeD D’ 3A
2
(1- QZ)J—HOSDJ —zero

=Zero

3A° 3A é é& D

3AeD €D 3A

%"—Q):zero H 1 ﬁ—zero

3AD €D 3
Cos (fQ) 1 Zero ﬂ+i_ Q+A =7Zero
D 3A 3A D
ﬂ+i_ Q+A =zero L+L- E:zero
3A 3A & & 3AeD eD? 3A
— H,1_1 H,6?2 - H.1_€8B
a=b| —+=—== —+=%= a=c| L+ >=E°
la=b] 3A D Q@ 3A D lp=c] 3 3
2
@:1 H:iz:m;cz_l B:@?M:@GM:]_
mc” mc L eDGM
— H,1_1H,2 1._ _ 1.,1_1 1._
a=b] —+—==_—+%=  —=zero a=c| —+—=—=— —=zero
la=b] 3A. & 13A é& & =] A & 3A &
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21.44



_ 1 H,2 _eB
b=c] 1 H,2 DB
[o=c] &P 3A & 3A

G [2D]€;
B= ZM: M:
>~ eDGM
1 H, 2?2 1

b=c] L H4s2 -1

[b=c] P 3 @ 3A

3aep —QH H Q+ =zero
3A 3A é
H=_Fr_ A=CM
mc? c?

- PHeD+HeD- QP3A+6A =zero
- (- 3A+eD)- 3A+D- BA+BA=zer0

Q3A- D +eD- @P3A+3A=zero

- PeD+eéd+3A=zero

6A
=H+=
< eD

6A
=1+=— Ret
Q@ etrocesso

——=Z€ro

ae? -H + 1 B a0
3AeD €% 3A

HeD+3A- éD(eDB)=zero

HeD=- 3A+€D

—1.3A
=1+22
< IzD)

Este retrocesso ndo é governado pela energia positiva.
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21.46
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21.06

a—dV _d -V _dt’

- a . - 21.50
dt dt \/1+\/ dt dt \/1+\/ V dt /1+\/

c
d vi_o -1 2dv _,, d v?
a="Y = ]_-_2 5 1+ -V 1+—2
dt C™ 14V° 2 dt’ dt C
2
C
, L2l
_dv _ v -1 2dv 1 ,.v%222 dv
a=--= 2 2 \/1"' 2 1+ 7 c2dt'
dt c” q4Vv° c” dt’ 2 cC c” dt
2
c
2 |2 1 1
a=dv-p v -1 1+Y7 v 1 _ydvy
dt ¢® 4v? 2 dt' \/1+\/2 dt' c
c C
aodv - V2 1 \/ '2dv’ 1LVEo 1 A
2 2 2 2 2
dt c 1+\éz \/1+\£2 c? dt’ c \/1+\(/;2 dt' ¢?
2 2 1
a._dV_ 1_V_2 -1 2 l+v_2 d_v_v'dlv_z
d \" ¢ V22 c” dt' dt'c
1+,
i 2 -
m=_84 __ M dv__ -M . 1+\/_2d_\/_\/dii2
\/_VZ \/_VZdt V2 2 c® dt' dt'c
CZ CZ l+?
F=p=_—"9& __ M dv 21.51
L
2 2
c c
2
F=— M _ 1,V dv_dvyv 2152
\/2% cZ dt' = dt'c?
1+Y
c
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- 2
F=ma= ma _ m dV_F-_ m . :I__l_\/'2 d\/'_vud\/'\/'2
\/1 v? \/ v2 dt V2 2 c® dt’ dt' c
WV - 1+

- Edr= F (dr)= ™ _dvg - _ -M V2 AV s dv V(g 2Kl gre
E = Fdr= F. (-dr) 7 dr 3 1+02 " vdt'cz(dr) r2r(dr)
s 1+Y5 *
C
2 !
E= 8 dvdf=_ M 1.V gudl ygydlV = Kpgp
v2 dt 25 C dt' dt' c r
1- 2 1+v'—2
c o2
2
E= 8 dvw= —8 _ 1+¥ dvv-vav YL = Ky
1_\,2 V22 C C r
c2 1+C—2
2 2
E= WV - M gV gyvovar Y, = Kar
\/_\/2 y22 C c r
c? 1+C—2

Ek_\/_vz_ \/2% ¢ ¢ r?
c2 1+C—2
E = mvdv_ _ rT(;v'dvs_ .|2<dr dEk—deV ng\/dvgz.kd
\/'VZ 1+"25 r \/'VZ 1+V'25 r
2 —5 2 —5
C C2 C CZ
2 v?_ -mc® _k
E =-mc?1- L= —="-+cons tan te
c® V2T
C2
2 a2
Ex=-mc? 1- \C’—z rK:cons tan te ER:%- rK:cons tan te
1+Y
c
2 2 2
ER:&-K:-Y'Q02+£-K Es= e k _ c?

Ty
v2or 2 L. OF ¥
1+C7 1+ o2
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1 B k1

2 2 2
\/1+\/2 mc?  mc?r

c
H=_ER a=_k _GNm _GM

rraCZ mcz nacz C2

3
AL 1 = H+al
v r 2 5 r
I+ 14V

c o2

L=rv=af - e d72 o zdff';‘):rzﬁﬁ
dt’ dt dt’
L=rxy=-rr —Y =y L dry, d7z 1 Zﬁf’ lA‘): 2d—’f|2
1 V2 1 V2 dt dt 1 V2 dt dt
2 % c?
u:rzﬁk:uk\ u:rzﬁ
dt' dt'
g, =TI TN g
\/1 Y 14V 2
c o2
B _py=— M v _kpdr ke,
dt' V22 dt" r<° dt' r
1+Y,

vze 1
1+Y,
2 2 .
pom L dh L ar o r, g ko
L2 a7 ddt dt?
1+
c
- 2 ~
Fo=— 8 2dr OI'f+r dlfz f =zero
sz 3 dvdt
1+Y,
2
Fe= -n33d2'r2_ d/ f:%f
\/zidt dt r
1+Y,
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21.61

21.62

21.63

21.63

21.64

21.56

21.65

21.66

21.67
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2 5 dt'?  dt r?
1+¥
C
dar _ ¢ dr __-dw dr _-L2d%w
dt' r? dt' df dt'? r? df?
1 -L?dWw _-GN
3 2 2 2 2
25 r<df r r
1+V;22
C
1 -L’dw_ L? _-GM
3 2 2 2
oo redffor r
1+V'722
C
1 dw,1 -L? _-GM
3 2 2 2
25> dff r r r
14V 2
C

[
+
<
N
N |

= YWy =

H+3al dw, 1 _-CN

dr® r L2

Hd%/;/JrHl 3Ad2v;/1+3A GZM

df r drer L

HdQ";’ H\/\H-3Ad2Ww+3AV\F+—M:zero

df dr?

H:—ER2 A:G—Izé B:GM

mc C

HdQ"g HW+3Ad2WW+3AW°’+B =zero

drf df?
W:l :l[1+ecos (fQ)] d_W: - Qsen(fQ)

r e df D
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d’f _21'2dw
B e 21.69
dt'?2 r3 df
21.70
21.71
21.72
21.73
dQ"ZV: -Qeos(fQ) 21.38
df D



2
H- chgs 4 +H$[1+ecos (rFQ)+3A- chgs (9 ;3[1+ecos (rQ)+3A $[1+ecos (fQ] +B=zero

f f
- QZH%(Q+H$+ H%ecos (fQ)- %%g[h ecos (fQ] +%b+2&cos (fQ)+€Pcos 2(fQ)]+B =zero

 HCOs (FQ 1 ,ycos(fQ_3PAcos(fQ 3FACos(fQ) .. q (FQ)+
D ) D

D eD D eD

3A , 3A 3A 2 _
i +W2&OS (7 Q)+Eé’2 cos*(fQ)+B=zero

- OH cos(fQ) 4 1 ,40s(fQ_3FAcos(FQ) 37ACOS A,
D =D e D D

D

2
+3A ,BACOS (FQ) ;3ac0s 2(’CQ)+B:zero
e’ & D D

_gHCes (FQ) , ycos (FQ)_ 3FAcos (FQ) , 6Acos (FQ)
D D eD D e D

cos4(fQ) ,,xcos4(fQ) .., 1 , 3A
- 3QZA +3A +H—+ +B=zero
D? D? eD?

- PH+H- 353A+6_A cos (fQ)+(_ ﬁA+3A)%(@2+H—+—

(=D D

cos(fQ 30°A . 6A cos(fQ)
- A+3A)J—)+ -QPH+H- +9A +H
( X 3AD < D & 3AD

+
3AD 3A6D 3A

(1_Qz)cos2(fQ)+ -GH,H_ @, 2 cos(fQ), H

+
D? 3A° 3A & & D 3AdD €D’ 3A

Q2»1 >
SQH,H @, 2 cosfQ, H , 1 B0
3A 3A & & D 3AD €D¥ 3A
cs(Q_yerg _H 4 1 4B e
D 3AD D? 3A
mf_Qll Zero ﬂ+i_ i.p 2 =7Zero
3A 3A &

-QH |"+i-i+1:zero _H_ +—12
3A 3A & & 3AeD €D
_ H,1_1 H,?2
a=b] —+—== —+=%= =
la=0] 3A D & 3A D [a=c]
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(1- Q COSDZ(f _zero

+8 =zero
A

21.74

21.75

21.76

21.77

21.78

21.79



2
@P-=1 H=-SR, =210
mc  mc
[a:b] ﬂ+i:1 ﬂ+£ i:zero
3A. D 13A & @&
- 1 H .2 __ €é&8B
b=c] 1 H,2 _ B
[o=c] QO 3A 3
p=OCM_DGM _,
L2 DG
1 H, 2 1
b=¢] L H4 2 - 1
[o=c] QP 3 & 3A

mc? D

[a:b] i+l——1 '1+£ 1

[zD)
H:i A:%
mc? c?
ﬂ+i_ Q+A =zero
3A 3A & &

3AD ﬂ+i_ Q+£ =7Zero
3A° 3A & &

- PHD+HeD- QBA+6A =zero

_eDGN _ eDGM _,

DB
L2 &GN

- (- 3A- D)- 3A- - F3A+6A=zero
QBA+QFPeD- - QP3A+3A=zero

QD- D+3A=zero

o= OGN _DGY
L2 &GN
[a:c] i+l:-l l:zero
3A. & 3A &
F=-H-4

IzD)

@F=-(-1)- 6A Q=1- % Avango

_GM
=
H 1 B _
4+ = + B =zer0
3AeD é0? 3A

3ag? —H 41 1B —ep0
3AeD &% 3A

HeD+3A +eD(eDB)=zero

HeD=- 3A- &
3A
=1-=
4 e

Este avanco néo € governado pela energia negativa.

- QHeD+HeD- P3A+6A =zero

- F(- 3A- éD)+HeD- BA+6A=zero
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21.81

21.82

21.83

21.84

21.78

21.85

21.86

21.87

21.88
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QBA+QD+HeD- BA+6A=zero

QeD+HeD+6A=zero Q=-H- 6A 21.90

-QH,H_ @,2 cos(fQ, H ., 1 .B

+-==7ero 21.77
3A° 3A & & D 3AeD €D¥ 3A

3AED? ﬂ.i.i_ Q.{.L COS(fQ)+ H + 1 +£ =zero

3A° 3A & & D 3AeD D 3A

oD - PHIAED , HBAD  (FBAED | 2. 3AeD €05 (fQ) | HBAED? , 3AED? , BBAED? _, .
3A 3A D D D 3/D D

eD[- PHeD+HeD- Q23A+6A)%(ICQ)+H6D+3A+ eD(eDB)=zero

2
:eDGI\gI:eDGI\{I:l H= Er _-mc -1

DB
L2 &GN mc? mc?

€D(- PHED+HeD- Q23A+6A)%f—Qz- eD+3A+eD=zero

(- PHeD+HeD- Q23A+6A)%f—q+% =zero 21.91
3A
=1-=
< e

- 1-3A HeD+HeD- 1- 3A 3a46a COSQ)3A o
D D D

- HeD+HED3A + HeD- 3a+3a%A +6p C0S(Q) A o
& ) D

- HeD-+H3A+HeD- 3A+%+6A J—ECOSD" Q +3=zero

2
Haa+9A2 13a COS(FQ) 3A _ 0
D D @

- 3A+9A2 +3A cos (fQ)+%:zero
eD D IzD)

%M+3_A =zero M+i =Zero 21.92
a D [zD) D 3A
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(- PHeD+HeD- Q23A+6A)J—ZCOSDfQ +% =zero
@ =1- %

D

- 1-8A epsHeD- 1- 62 gaspa COSUQ Ao
e €D D &

- HeD+HeDBA +HeD- 3A+3a0A +oa COSIFQ L 3A_ g
eD =D D ZD)

_ HeD+HBA+HeD- 3A+ 1822 1gp COS(FQ)  3A_ 0 0
D D

HeA+18A% L op COS(FQ) 3A o
e D &

=Zero

A+ 18A% L op COS(FQ) 3A
(=D D (=)

2
1 _3p4+18A° COSfo)_'_% —7er0

3A eD D
1484 cos(fQ) +1 =zero
eD D eD
- 1-6A COSVQ) L L 6o ; @MJrL:ZerO
O D D D
(- PHeD+HeD- Q23A+6A)%@+% =zero
Q2:1 H:—ER =_ o rT(]CZ =-1
mc?  me?

(d)- - 3A+6A)J—zcostQ +% =7Zero

(3A)M+3_A =zero COS (fQ) +l=zero
D [zD) D
_. BA . 3A
=1-= =1 =1-=A
Q e Q@ o A
" QZMIC—QL% << J—)COS Q +l| <<<<<<J_2COS Q +l|
D éa D IzD) D 3A
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21.91
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Energia Newtoniana (Ey)

2
u
S

Tdt r? omr
dr " L2 21, N =zero
dt  r? mr m
Q:L d_r:_Ld_W d_:__de_ ﬁ:gd_w
dt r? dt drf dt?2 r2 df? dt2 r3df

dw .1 2k 1 2By _
df  r? mLl?r mL®

dw L1 _ 2k 1 2B _

- =+ zero
df  r? mLl?r mL®
2
dw 2. K. SN =zero
df mL mL
2E
X = 2k2 y - N2
mL mL
2
W w2 xw-y =zero
df
w=1=1[1+ecos Q] dw _ - Qsen(fQ) daw _ - Feos(fQ)
r e df D dr? D

) 2
- Qs;n(fQ} N é[ﬂecos (ral - Xé[“ecos (FQ]- y =zero
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1 1 1 _
%[1 cosz(fQ)]+E[1+Zecos (FQ + ecos(rQ)- X~ X €e0s (fQ)- y =zero

% %cos AfQ)+ o +6%2&os(fQ)+F§cos fQ)- ;(3 %@- y =zero

Q QZCOSDz(fQ) = + é COSD(fQ) +COSDZZ(fQ)_ é_ X%IC_Q)_ y =zero

cos(fQ) ~pcosAfQ), 2 cos(fQ)  cos(fQ . P, 1 x
= o 2 SR x +D2+62D26Dyzero

(]__ Q’Z)Mf_Q).g. A-X M+Q+ d:) -y =zero

D? ZD) D =

QP »1 (1- Qz)wzzero

2 cos(fQ). 1, 1 x

£ _x +t 4 2 .y =zero

D D D eF @’

2 _ 1 1 X _
£ . X =zero =+~ -2 _y=zero

D @ o
_ X _ 2Ey
X =%~ =
mL2 mL?

L_ X =Zero X :A:A L:GMﬂ LZ:QDGMI
) D m?Z D m

e’ D’ DX
5 e2D2 o - Dy =zero

e +1- éDx- eD?y =zero

Dx=D2  Dx=2 ey —ep - gy & 20D
D mL? meDGN Kk

@+1-2- 28 —zer0 EN:%(GZ 1)

l:i - :i

~=5-e) =

115/132



§22 Deformacgéo espacial

'[:L2 t >t'
-
t =t +t,=—bL + L =24 1 pr=2
c-v c+v ¢ 1-V—2 c
c
Z_' 2
t=4 1 _-_¢ L=l 1-Y L>L
C 1-Vv° _Vv2 c
c? \/1 c?

Que é a deformacéo espacial.

Sendo o comprimento L’ em repouso no referencial de O’ maior que o comprimento L que estd em
movimento com velocidade v em relacéo ao referencial de O.

Agora calculemos para o Observador O’ a distancia d =vt' entre C« C:
d=vt'=v&
Cc

Desta obtemos a velocidade v: d =V v VvV = & .
C A
Agora calculemos para o Observador O a distancia d =vt entre O« O:

2

d=vt :V¢l+t2):\/ %#

1- V-
C
2
Desta obtemos a velocidade v: d =V L% \Y =cd 1- V—2 :
C q.Vv? A C
C

A velocidade v é a mesma para ambos os observadores por isso temos:

—cd' —cd V2
v ==l -
p: . I o
2
Onde aplicando a relagédo L =L ,[1- \é—z obtemos:

cd - cd 1.vE g=gp-v2 d >d
[ 2 2 .
A 21_'\/1-VC§ ¢ ¢

Onde as distancias d e d’ variam de forma inversa as distancias L e L".
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No geral teremos de 14.2 e 14.4:

U X =zero

ux =v

ux =c

ux =zero

ou

d 1+wuX
d= c”
2
e
d=—d
2

d=d . [1-¥
d =d 1-\(;—2
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§23 Curvatura do Espacgo e Tempo

As variaveis com linha ',V X'y 'y ' , etc... Sdo as utilizadas no §21.

Geometria do espago e tempo no plano Xy ® y * X .

y =f (x)

X =ct y=ds = Ld!
ds =f (ct')

dx =cdt" dy=ds =d ' d"

r=xi +yj =ct'i + dsj rx'iy'j

dr =dxi +dyj =cdt' | +dg ] d'=dxi+dy]

dr =F-dr =Xy +¥ gy
roor r

_dr _dx;  dy: _cdt'? $08 5 _¢f cog ' _dx g dy s
Vg ar Tar) Tar ) tard oY i ViSar Car ar
d_X: d_y:di ' — i — I
at C gt dt v C=VCOS| V =vsen |

dy ds ,
tgj_dy dt' _dt' _1ds dy _d dy _1d 1ds _1d$"
dx glx c cdt dx? dx dx cdt' cdt' c?dt'?
tl
v=Cv' c=ci \/:\/]

_dv _dc o' dc _ dv o' -

AZat dr v dar2e"° dt'  dt’ ®a=

ds?=dr. dr =(dx] +dy] Jlixi +dy] )=lcdt' T +d2 ] Jedt' T +ds ] )=dx?+dy2=c’dt 2+ds 2

ds =+/c?dt' 2+ds 2 ds =+/ds?-c?dt'?
_ds _ |2, d8 C_ 72 _ds _ | ds ie_fu7oz
at ¢ T dr coHv T >e Va4 oy g C© ¢
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dj

K=‘£‘®j °P curvatura tedrica
d g d’y 1ds’
i —d_y i = _y L: dx? c’dt ?
9] =4, j =arctg o dx " dy * g1 ds
dx c? dt’
ds_ [, dy "o [, 1 ds
a1 ae TV
1ds’
c’dt'?
2
d 441 ds 1ds’
k=dl _dx _ " c>dt _  c’dt?
S (c:jl)s( \/1+1 ds i 1+ ds 2%
2 ' ——
C dt C2 dtl
g g 1ds ds' 1,0
ds  _ds d] —yd - _c’dt'dt'® _c* dt
dt " drds T <V d 2 3 L2 3
1 1 ds 1 5
c? dt' C
(VAN o Addv
VvV K= dizc% dt’ K:d_J: C2 dt
ds 3 ds 3
1+g ’ 1+\/—22 ?
c c
d vV dv R
dE = = U = Kgr =Kiq: 21.56
1_V2 1+ﬁ 2 r r
c o2
N AN
dﬂ: _nlgy dt’ :Lfd' :Lfv'
dt > 2 2 dt' r?
12 2
11\/072
9B py - di _k;
roa =mcV S—rzrv'
= Zﬂ:_'\ :dJ = K LA
F =me ds r2 ds ngczr2r
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§ 24 Principio Variacional

2
m,C
E == =K+ congante 21.21
Ve r
2
c
mov2 2 V2 moc2 k
E, = +m,c?,[1- > =—=—="+congante
1 V2 C 1 V2 r
2 2

3
O<
<N NS
1
1
3
o
OI\J
.
|<
NN
+
= |
11
3
o
On\)
11
Q—|Q
1
3
o
Ol\)
[EEY
<
N
|
3
o
< I <
N

1- — 1- &
c? c?
2
L=-m.c?,/1- V_2+K Lagrangeana.
C r
m,Vv?2 ) ) o ]
- L=m,C Que é a energia inercial da particula de massa m,.
1- V=
Cz
L= 2 L= 2 — 2 1. V2+k
pv- L=m, =pv- m,c=- m,c-,|1- 2t

Principio Variacional

t

Acdo=S= L[x(t)x(t)t]dt x=9X=ux Estaéa componente da velocidade no eixo x.
dt
t1

t2
ds=d L(x,x,t)dt:zero Variacdo nula da ac&do ao longo do eixo x.
t1

Construindo a variavel X'=X+€h no intervalo t;£t£t, nesta vemos que quando€® zero X=X e
quando € Zzeroteremos as condicées:

de_ . - - dn_ _th
e=zero h=h(t) h(t.)=zero  h(t,)=zero o -Zer0 h="
— — dx _ dx'_ dx_ dx
X'=x+eh X'=x+eh e h o h iy Ly

t

t

Temos entdo uma nova fungéo I(e): G(X+eh,x+eh,t)dt: F(X',X',t)dt onde quando

t

t,
e=zera® X'=x® X'=x® F=L

t

t

F(x'xt)dt=" L(xx,t)dt
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t, t,
el zerd® X1 x® X1 x® Fr L F(x'x,t)dtr L(x,x,t)dt

t t

t
Assim I(e): F[x'(e),x'(e),t]dt que derivada fornece:
t

t t t t
di(e)_“TF(X X )dx pn TEXXD) AN e T pare TFrmrie

1:1 1 1 1

d IFy -d IF . IFdh 9F,_d TF, . d IF
dt X’ dt X' x'dt qx' dt x' dt fx’

t2
d IF, _d IF p gi=zero

t t t
dl(e)_zj]E ZJ]E _Zj]E
—= X'hdt+ ﬂx'hdt_ ﬂX,hdt+t dt pet T dt

de 1
t

1 1 1

t, t, ty
die)_ J]Ehdt+ d IFy . d IF hgi=zero

de tﬂ x tdt ix
t, t
IE =TEH 7 =IEh (i) JER(t )=
d IEh htl ﬂx,h(tz) ﬂX,h(tl) zero

t ' '

t t t
d(e)_"IF . d IF e TE.d IF e
o —t ﬂx-hdt tdt o hdt—t D¢ dt hdt=zero

t
dle)_" F.d F pg=  yera . d IF _
do —t D¢ dt 1 hdt=zero h?* zera® D¢ dt =zero

e=zera® X'=x® x'=x® F=L L di =Zero
x dt fx

[ 2
%:dgt % Esta é a componente do eixo x L=-m,c2,[1- \é—2+%

T ez Viik —d T 2 1o V24K
T m,C 1c2+r dt Tx m,C 102+r

2 2
1 2 V2 1 k :\/dxzdy dz? _
1 m,c-, /1 2 zero I T Zero Vv at +dt +dt
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ix r dt x
j]_ l_< :kj]_ r'l :k _1r'1'1j]_:_ kil:_ ki r2:X2+ 2+ZZ
> r ‘ﬂx( ) ( ) X r2r r3 y
13
I 2:|__V_2 __mczll_v_22 2vdv _ MgV d(/2+ 24 2)
Tt e " 27 ¢? c2 dx v2 ax Xy
e
j]--mcz _V_2 —&1 X2+ 2+2212X:m0v :mox
™ ° c? V2 2( ac V2 X2+y2+72 V2
1- V2 1- V2 -V
C Cc c
1
d _Mmx _ Mg /1___ xd My  dx 1_v2 11__21_2vdv
dt V2oV 1. v2 ot 27 e c? dt
3 CZ C2 C2
V2
Q MmyX — m ax 1_V_2 VdV — m, V V VdV
dt 1 V2 _Lz C2 V2 C dt 1_ V2 V2 V2 C dt
3 CZ C2 C2
/ vZ2 / vZ2
d _mx _ m ¢tV . vdv _ My o v2 dx, dvx
dt 1- v?2 1- v2 _i V2 c dt v2 % c? dt dtc?
c2 c? c2 V "2
c_ . m dvx 7 .
-kXij= 0 1- V- x+y@VX g
rs v2a dtcz "
Y
~ m
- %j— o 3 1_ y V(gl\tIyZ ] Eixoy
v2 2
1_
C2
g m 2 dvz { -
- k£k=—2 1- V¥ z+yO8V.Z | g
3 1 . % 2 dte? iX0 z
-
k—l- klj k— k(X| +yj+zk) “Kp=zKkp
r3 r3  r?
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N lw

1-)&5
c2

N lw

1_)LE
c2

1- V2 ity

C2

LV

2
1V AV
c? dt*

2 dv

02 dt

_myvt

k_

X+v

dvx *

X+V

a=xi+yj+zk= gt(X' +yJ+Zk) av

dv X
dt c2

dtc?

dvx ©
dtc?

o (Xl+yj+2k) Zdt

dt

dvv

dtc?

Vdv Y

dt

C2

N lw

|+1V

1_V_22 y+VdVy

8§ 24 Principio Variacional Continuacéo

2
—+MgC ‘/1- Y=

_mgv?

e

+ constante

+mC 1/1 V k =
2 v Lk
- mc?,[1- X +X =m,c? =congante
c® T

ﬁrr

AL R
c dtc? , 3 c?
\VE
I >
C
dvy = vav.z - kp
y Varez 1t 1_? Ve k T2
dv¥iy g v° zk+vdVXk ==%f
gzl T F Ve T
|++yj+zk) =r—k?
V=Xi ++yj+zK
=21.16
=21.19
iz +congante
mc* k

+condante
r

+ydv z

dtc?

21.21



: 12 2 meV?
T'=m,c? |1+ T=-my?[1- ¥ Ep:-K pv = ——2
C C r V2

1_
CZ
m.v m v’ 12 2
pv= 2v:v' °_=vp'. p=p, [+ p=p,1- L
e ° c
2 2
C C
Er =Ey +E,=T+E, =pv- (T- E,)
E,=T Ex=pv-T T=pv-T T=pvVv-T
L'= T'+Ep L=T- Ep
Er =Ex+E,=L'=pv- L
L'=pv- L L=pv'- L' L+L'=pv=pV'
'—ﬂ:i 2 V_I2 = mov' = :ﬂ:i - 2 -V—2 = MoV = !
p_dv' 4 myC 1/1+ 2 2 mgV p 4V dv myC ‘/1 2 ¥ mgV
1+ 1- 5
C C
dr'=dxi+dy'j+dzk=- dxi - dyj- d&k=- dr 21.08
y=dr'—dx? dy= dzp . -1 dxs dys.dzp _ -1 dr_ -v
dt dt dt° dt V2 dt dt’ dt y2 dt V2
2 1- 2 1'7
C C C
XI:V'X :d_X'I: -1 dx— “Vxy _ -x
t v2 dt v2 v2
1- & 1- & 1- &
' —L—i 2 V—I2 =—mox' =- :d_T:i - 2 -V_2 = MoX =- !
P'x= e = ™ myCc-,/1+ 2 = MeX Px o dx mgC 1/1 2 > MeX
1+VT 1- V2
C C
r'=x'i+y'j+z'k - Xi- y]- zk=-r 21.07
X'=-X y'=-y z'=-z
M:_ 1 M:_ 1 j]z:_ 1
fix Ty fiz
L. dn =zero
ix dt gx
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J]L_g J]L :j]_J]_XI L__dtld J]L - =-Nn'v'-1" ﬂL—J]-_r— — '
% dt fx xx' dtdt qx Z€ero L=pV-L = g T

IX{L_dtd L :__'I]_(p'v'- L')- 1 Q(- m,x')=zero

Ix x' dtdt qx ' /1+L': dt’
c

vt Ve Mo dx' TP VL, Mo dx'
(pv L)+ v'2 dt V‘Hx' p‘ﬂx'+‘ﬂx'+ y'2 dt zero

e i

m:zero V' —2ero L'=m c? 1+V—'2-K

X' ' © c2 r

Iy Mo dX_yerg rP=rr=(r)(- r)=x?+y?+z22=x?+y? +7°
Ix 1+LQ dt

> x C X r ' X rer r
L, Mo dx :k% 0 _=zero
X 1+L-Z dat' r 14V'2
c? c?
mex' _ X' X Y 2o K[t o K- K
=- k% - k&0 - K= j- kKEk==RIXT1+Y'j+Zk ===
2
myx' 'I* m,y' 'J:+ m,z' |2: mg,a _%A
\/1+V22 \/1+V22 \/1+V22 \/1+V2 '
c Cc C C
m.,a - k. - . a -m.a - ka
0@ —-Kp-Kp -P=f of —-Kp =21.19
1+ 1+
C C
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825 Espiral Logaritmica

2 2
Hd—V2"+Hw+3Ad—V2VW+3Aw2- B=zero r=ed
df df
- 2 - O?
w=1="1[1+ecoqf Q) dw_- QsertfQ) d W= Q°cotfQ)
r eD df D df D
2
W:l:%:e_af d_W:_ae—af d_\g/:aze_af
r-e df df

Ha’e ¥ +He @ +3Aa’e e ¥ +3A(e ¥ | - B=zero
Ha’e ¥ +He @ +3Aa’e # +3Ae # - B=zero
(L+a2)He @ +(1+a23Ae # - B=zero
(1+a%)3Ae 2 +{1+a2)He @ - B=zero

(1+a2 )3aw? +(1+82 )Hw- B=zero

3AW2 +Hw- —B . = zero

3A -_zizﬁi H2+L12AB , 1 2, 12AB  _
6A 6A 6A (1+a?) 36A2 (L+22)

-H*, H |2, 12AB . B

):zero
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2
3a _H zi-H2 H?2 12AB ; H2 + 12AI§
36A% 7 18A (1+a 36A

-H?, H [42,12AB . B _
6A oA o) )

12A 6A i a) 12A 1+a°

-H?, H [j2,12AB . B __
on Toay ) )

H® 1 2, 12AB _H® B _0p
12A 12A (1+a2i 6A (1+a?)

H>,H>, B _H> B

12A 12A (1+a2) 6A il+azj:zero
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825 Espiral logaritmica Continuacao

3
2
Hial dPw,1 _GM, 21.71
roodf? roL?
i GM
H+Al' d W+1' =" 0
rdfz r L?
3
Hepl dw,1 _ g H=_ER A =CMo g=CMo
roodf? r m,C? c? L2
3 2
H+Al‘ d—W+1' +B=zero
roodf? o
H3+3H2al+aHAZ L4p3l AW, 1 Lpoyerg
r r? r* df? or
H*+3H°AL+3HA’ L+ A% L @i +3H%AL 3HA’ L +A% L @ero
r r r r r r
2
H3+3aH21 AW, 1 Lp_serg
rodf? r
2
(H3+3AH2W) —?jf"zv+w +B=zero
2 2
H3GW 1 3w+ 3AH2 AWy 4+ 30H 22 + B=zero
df df
11 dw _- Qser{f Q) d?w _- Q*cogf Q)
w===——|1+ecogf == = 21.38
r eD[ <l df D df 2 D

H3 2= SO chgi{f Q) +H3$[1+ecoi(f Q)| +3AH? ~ chgs{f Q) e%)[1+9005(f Q)+

+3AH 2%[& ecogf Q)]}2 +B=zero

13e2codfQ), 31 3.1 2 -Q%codfQ) 1 , .2 -Q°cogfQ) 1
HQ 5 +H eD+H eDecos(fQ)+3AH 5 eD+3AH 5 eDecos(fQ)+

+3AH? 212[1+2ecos(fQ)+e2co§(fQ)] +B=zero
eD
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_pegeeediQ) COS(f Q) H?, j3codfQ) 3AHQ" codfQ) oy 202c0S(fQ) cosz(fQ)
eD D eD D D?

+3A 202 [1+2eCOE(f Q)+e?cos (f Q)]+ B=zero

H chos(fQ) H? ,43004fQ) 3AH'Q codfQ) 5514202005 (fQ),
eD D e D D’

+3AHZ | 3AH )+3A D 3AHZ ’cog (f Q)+B=zero
e

e’D?

-H 3Q2 COE(f Q) +H_3+ H 3 COE(f Q) _ 3AH 2Q2 COE(f Q) - 3AH 2Q2 CO§D(2f Q) +

D e D e D
2 2

+3AH?2 , 6AH2 cogfQ) 3AH2"°32(fQ)+B:zero

"ep? e D D?

-H’Q?cogfQ), H3 . K3 codfQ) 3AH?Q%codfQ) 3AH’Q’coS(fQ),
3AH? D 3AH%eD 3AH? D 3AH%eD D 3AH? D?

. 3AH? . 6AH? cogfQ), 3aH2coS(fQ), B
3AH?%e’D? 3AH%eD D 3AH? D? 3AH

5 =ZzZero

-HQcodfQ), H , H codfQ) QcodfQ) zco8(iQ),

3A D 3AeD 3A D eD D D?
1, 2004fQ) cos(fQ), B __ .

22 2 2

D2 eD D D 3A

cos(fQ) 2cos(fQ) HQ’codfQ), H codfQ) Q°codfQ),
D? D? 3A D 3A D eD D

,2¢cffQ). H . 1 ., B
eD D  3AeD €?D? 3AH?

=zero

=Zero

- Qz\cof(fQ) HQ? v Q. 2 coffQ, H . 1 , B
D2 3A 3A eD eD D 3AeD €°D? 3AH?

- 2
Er = MoC =-1 Q2 =1- 6A
myC2  MyC2 eD

H=

=zero

(1_Qz\cos2(fc;)+ (DQ°, (D) QL2 coffQ, (D, 1 , B
I p2 3\ 3A e eD D  3AeD ¢p? 3A(-1)°

(1—Q2 cosz(fQ)+ Q_ZLQ_2+L coffQ) 1 ., 1

+B =zero
D> 3A 3A eD eD D 3AeD &p?
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2
o cos (fQ) , Q_ziQ_z*_L codfQ) 1 , 1 , eDB =zero
D? 3\ 3A D eD D  3AeD ¢2p?
eDGM
eDB=""¢=1
L
2 2 2
(1—Q2 cos(fQ), Q" 1 Q@ , 2 coffQ 1 , 1 . 1 =zero
D2 3A 3A e e D 3AeD ¢p2
2 2 2
(1—Q2 cos(fQ), Q° 1 Q, 2 coffQ) 1 =zero
D2 3A 3A D D D ¢p?
2_4_6A
=1- 5A
Q eD

6A cos(fQ), 1 ,6A 1. 1 4 6A .2 coffQ), 1
eD p> 3A e 3A eD e e D p?

=Zero

(GA)M+ _1+6A COS(fQ)_Fi

5 =zero
D eD D

2
6A \/ A 1
- -140A 4 | 146A o gea Ll
cogfQ) _ eD eD eD
D 2.6A

6A 2 6A . BA ° 24A
cotiQ)_ “ ep 0o 0%

eD
D 12A
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6A 4 1 12A, 6A *_ 24A
coffQ)_ ~ eD eD e €D
D 12A
_6A i\/l_ 36A , 36A°
coffQ)_ €D eD &’p?
D 12A
_6A i\/l_ 36A , 36A°
coffQ)_ €D eD  ¢’p?
D 12A
2
\/1 36A 36A 1. 36A 36A" @rero A =CM,
eD D’ eD e’ D c
2 2 -11 30 2
36A°_ 36 GM, _ 36 667107198910 _ ,pp 514
D’ €D ¢ (55.442.955600)> (2,99792 458108)
6A 36A
1- BA 4 1. SGA
coffQ)_ = eD eD
D 12A
_BA . [.36A 1 6A, ; 136A 1 6A, ; 18A
codfQ)_ ~ eD eD _~ eD 2eD _~ eD eD
D 12A 12A 12A
1- 6A 1- 184 4 6A 1,184 12A
cogfQ) _ D _~ e~ eD_eb_1
D 12A 12A 12A D
L CodfQ), 1 _ g
D e

zero<r(fQ)<¥® M,?! zero® Q=,/1- %@ -m+$:zero

D
2 2 2
2)COS(fQ) Q1 Q2 coffQ) 1
_ + =< L < 4+ £ + =Zero
ko D> 3A 3a eD D D &p
GM,
(=¥ ® M, =zero® Q=1 = [1- GA = \/1 £
Q Q D eD Cz
2
cos(fQ), 1 1 1,2 codfQ, 1 _ .
D2 3A 3A D eD D ¢2p?
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coffQ), 1 _ ., coffQ),

l l:zero
eD D e2D2 D eD

_ _ _ _ 1 _1 _codfQ) 1 _
r=¥® M,=zero® Q=1® w=——=—-[1+ecoqf Q)| =———*+—=zero
° sy WA=

A presenca de Q na formutar(f Q) = , permite que ela descreva também uma espiral.

eD
1+ecoqf Q)

Embora ninguém possa voltar atras e fazerum novoc  omego,
qgualquer um pode comecar agora e fazer um novo fim”
(Chico Xavier)
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